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S O B R E U N P R O B L E M A M I X T O 
D E C O N T O R N O ( *) 

por 

ANTONIO DE CASTRO 

Los problemas mixtos de Diriclilet-Neumann para ecuaciones en 
derivadas parciales de tipo elíptico han sido estudiadas por diversos 
métodos. Son de interesantes aplicaciones los resultados generales de 
M. Picone (**) que profundiza en diversas cuestiones teóricas con ellos 
relacionadas y muy precisos los estudios de A. Ghizzetti (***) en algu
nos casos particulares. 

Aprovechando las ideas de uno y otro y en particular el concepto 
de transformadas parciales, desarrollamos en este artículo un método 
para el cálculo efectivo de la solución de un problema mixto que se 
presenta en el estudio de la difusión de gases en una cámara rectangular. 

Las características generales de este tipo de problemas son: 
a) Condiciones indefinidas; la función es armónica en el interior 

de un rectángulo (cámara de difusión). 
b) Condiciones definidas; en el contorno aparecen dos tipos de 

datos; en una parte del mismo se dan los valoçes de la función, y en 
otra los de su derivada normal. 

El problema típico viene planteado del modo siguiente. Determinar 
una función u{x, y) que en el interior de un rectángulo R : (o ^ x ^ a; 
o C {/ < 2b) satisfaga a la ecuación Uxx + "yy = Oj y en el contorno 
de R a las condiciones siguientes: 

u{x, o) = fo{x) u{x, 26) = t{x) 

Para 

o < í/ < 6 
huix, y) 

U 
= O 

^u[x, y) 

nx 
Para b <y '^2b, 

iiio, y) = u{a, y) = g{y) 

(*) Trabajo efectuado en el Insti tuto de Cálculo del Consejo Superior de Investiga
ciones Cientificas. 

I**) Att i . Acc. Scienze di Torino,1940. Rendic. Sem.Mat . Fis. Milano, 1939. Véase 
también L. AMERIO, Rend. 1st. Lombardo, 1944-45. 

(***) A. GHIZZETTI: Rend, di Mal.. Un. Roma, 1946-47. 



g{y) es una función cuya variación puede tomarse constante; esto es, 
haremos g{y) = my + I (en la mayor parte de Ips casos, y en primera 
aproximación se suele considerar g{y) = c^^-), debiendo evidentemente 
ser en todo caso /(o) = 5̂ (26) = f{a) para garantizar la continuidad de 
la solución. 

El objeto de este trabajo es indicar un método numérico para calcu
lar la función U(ÍC, y), método particularmente preciso para la porción 
¿> < ?/ < 2b. 

Para resolver el problema dividimos el rectángulo R en los Ri 
(<> < í/ < "^b), y R2 {̂  < ?/ < 2b)] hallaremos las soluciones en Ri y R., 

en función de una nuev 
fBu(x, y)l \ 

a función (^{x); ((ç>{x) == j de la que 
L Sí/ 15/ 

damos después su determinación. 
2. En el recinto Rj tenemos 

(2-1) UxX + Uyy - O 

nnx 
de donde se deduce multiplicando por eos (/? = o, 1, 2, ...) e inte-

a 

grando entre o y a 

/'o nnx 
(2.2) I («ara; + U,jtj) COS dx = O {n = o, 1, 2, ...) 

Jo a 

Si para simplificar hacemos 

/

a mzx 
u{x, y) eos dx =̂  Un(y) 

o a 

se deduce de (2.2) mediante una integración por partes que es 

-Ir II sen 1 / u eos dx + Ux eos 

d^ fa nnx 
eos —— dx 

dy 

es decir, Un{y) debe verificar la ecuación diferencial 

d^Un n^n^ 
(2.4) ^ Un = o 

dy^ a^ 

con las condiciones de contorno 

ra Jinx 
fo{x) eos dx --



/O , nnx 
(2.6) u'n{b) == j (p{x) eos — dx .= çn j 9(^) 

./ o 

llamando fon y çn los coeficientes de los desarrollos de fo{x), (^{-x) en 
serie de cosenos {fon conocidos, <pn, no). 

Consideremos separadamente los casos n = o, 7i 4= o. 
a) Caso n :^ o. 
En este caso de (2.4) se sigue 

HTTí/ nnib — ij) 
^ln{¡j) = An S/l 1- Bn C/z 

a a 

y de aquí 
n-K • nny niz mz(b — y) 

u'niy) = An G^ — Sh ~ 
a a a a ' 

y, por tanto, de (2.5), (2.6) sigue 

rmb ,, un nnb 
. fon = Un{o) = Bn Ch ; 9/1 = u'n{b) = • — A» G/l - — 

a a a 

es decir, se tiene 

a 9n n-K fon nn 
^n{y) = s/l —~- y + Ch -— (6 — y) 

nn nnb a rmb a 
Ch Ch 

b) Caso 11 = o 
De (2.4) sigue 

ilo(y) = Bo + Aoí/ u'oiy) = Ao 

y, por tanto, Uoiy) = foo -h 9oí/-

Por otra parte, de (2.3) sigue 

1 2 cíj nnx 
u{x, b) — — Uo(b) + E Un(b) eos-a íi 1 a 

y en general 
5 " 1 2 a ' . . /ZTTJ-

o(¿c, /y) --' -— Hô í/) + — S t'n(í/) eos — 
a al a 

es decir 
nny 

a Sh-
% fci r i GO a 

(2.7) a(x, ly) - - — 9(5) — 1 / + S — 
a ./ o I 2 1 niz 

a nnx . •• • -nTzi'] 
— _ eos eos 1 
rnzb a a 

Ch--— 
a 

dÇ + 
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2 / ' i í 1 X a 

+ — / /o(í) —- + S ^ 
a y o 12 i 

/ITC 

C/í {b — y) 
riTzx imc^ 

-. eos eos 
nizb a a 

I di 

a 

y en particular 

2 ra 
(2.8) ií(a.% 6) =- — 

2 fa I 1 

2 fa I I 1 

ajo L 2 n 

1 GC a /i7r6 «Tra; 
6 + S — T/i eos eos 

Ï mz a a a J 
<i5 

- cos cos • 
nizh a a 

di 

3. En Rg el procedimiento a seguir es algo diverso. De la misma 
ecuación de Laplace se sigue que es 

(3.1) 

Poniendo 

(3.2) 

{uxx H- Ufjij) sen —:— dx = O 
a 

(n = 1,2,-.-) 

/ iu 
J o 

llTZX 

g) sen -—— dx == Un(y) 
a 

2 x iijzü 
ii{x,, y) = g{y) -f — S Un{y) sen 

r/ 1 a 

POP otra parte de la integración por partes de (3.1) sigue 

¡iTxx nn fiKX 
Ux sen u CQs 

n a 

1 I j / sen — 
a lo « w o « 

rfíc -}-• 

es decir 

— u eos 1 

I g 
n^ J o 

imx 
sen dx 

— ((/ 

d^ r« 
— I {u — g) ^ 
hf' J o 

rnzx 
g) sen dx 

a 

riKX 
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y de a q u í se s igue q u e es 

: . Un = 0 
dtf- «2 

es decir 

iiTz niz 
Un{y) = An C/i — iy — 6) + Bn S/i — {2b — y) 

a - a 
y 

nn niz un tm 
u'n[y) = — An S/i — (y — ¿) — — Bn C/i — (26 — y) 

a a a a 

s iendo 

/*« tmx 
iin{n) = / [t{x) — g(2b)] sen clx = Fn 

./ o a 

/ a nnx 
u'n{b) = r [^(a;) — m] sen rfíc = çn 

. / o a 

Pe ro p o r o t r a p a r t e es -

fiTzb 
Un{2b) == An ai-— 

a 

U'n[h) = Bn G/i 
a a 

d e d o n d e se d e d u c e q u e es 

Fn ' a 9n 

mzb ni: nnb 
G / i — Ch , 

a a 

es decir , s u s t i t u y e n d o en (3.3) 

S / Í ™ - ( 2 6 —[/ ) 
Fn nn a a 

My) = 

y en p a r t i c u l a r 

mzb 
Ch 

a 

Un{b) -

a 

\'n 

nnb 
Ch-

• ' • ( ^ ; ^ 1 1 - - - - - -

HTT nnb 
Ch 

a 

a mzb 
9n T/i 

mz a 
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sigue q u e es 

I ra 
n{x, h) ^ g{b) + ™ / im) — g{2b)] \ S 

aj o 

mvx nni^ 
sen sen 

nnb 

a 

a } 
[dl 

2 fa 
+ — / Ml) — m] in 

ajo 

—[a nnb nnx nizc, 
S T/2 sen sen \ di 

rnz a a 

iizl 1 

y en genera l 

^{^,y)==g(y)-i- — Ml)~' 
aJ o 

JIT: 
Sh — {2b — ij) 

'— a a nnx nul 
TH] jS sen sen Î/Ç -1-

{ nn nrcb a a ) 
Cfi 

+ 
2 ia 

a J o 
[fil) — 26m] 

; n 7z 
\ Ch—{y~^b) 
; 00 a 

1 nizb 

nizx mzl f 
sen sen / di 

Ch 

P o r la c o n t i n u i d a d de la solución sigue, i g u a l a n d o las expres iones 
(2.8) y (3.4), q u e es 

2 fa 

Ct J o Í
l 00 a nnb nizx nnl . 

-__ 5 + S — T/i eos eos di 
2 1 nn a a a ^ 

2 /•« f 1 1 
- U(l)\— + 2 
a ' o ' 1 2 n rnzb 

Ch—— 

nnx nnl 
eos eos 

rnzb a a 
di = 

2 fa 
•-gib) +— mi) — g{2b)] 

aJ o 

a 

Ch 
nnb 

a 

mzx mil 
sen - — ~ sen | di 

nnl 1 
\dl 

a I 

[ 9 ( 5 ) - m ] 
— a mzb nnx nnl 

2 — , jfi . sen sen 
n nn a a 

nl\ 
— I di. 
a i 

El p r o b l e m a q u e d a r educ ido a es ta ecuac ión in t eg ra l de Riesz . 

X mnl 
P a r a el cá lculo n u m é r i c o , p o n i e n d o <p(Ç) = S Om cos t en i endo 

O a 
en c u e n t a q u e es 
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<p(Ç) di = a^a. 

/ ; 

tml a 2/1 
(p(l) sen 6/5 = — S ' a m («, /n distinta paridad). 

a 7T m /i^ — m'^ 

<p(Ç) cos cTí = — O n . 
0 « 2 

q u e d a 

a GO «n n7T¿> /iTwO: n-i' 
^̂ ¿> _| 2 —— T/i -— cos 1̂  S An cos =̂-

TT 1 71 a a a 

rmx Aa njzb mzx 1 
= g{b) + S Bn sen — S a„ T/i sen S ' 

a Tu^ « a m n^—m^ 

designando para abreviar 

2 A 

Cl J o 

1 /I7r5 
(Ç) , cos d^ 

mzb a 
Ch —— 

2 fa nnl 
B,, = — / [fil) — ^Î26)] sen dl 

nnb I o (i 
aCh 

Jmx 
Multiplicando por sen e integrando entre o y a se obtiene 

a 

2a 2a ̂  an n-b k a k 
[a,b -~~g(2b)] • + 2 ' Th .f . ^ E ' An • 

k/ii 7i2 n a k'-— n'- n k^ — n^ 

a 2a^ kiïb 1 
— Bfi cik Th S ' 

a m k^ — m-

[k' valores impares) 

sistema este de ecuaciones lineales de teoría conocida. Aplicado al caso 
particular /o = O f{x) = g{y) = d^ demostró una convergencia lo su
ficientemente rápida para poder ser utilizado con ventaja en el cálcu
lo de u(x, y) en especial en R3. 


