SOBRE UN PROBLEMA MIXTO
DE CONTORNO (")

por

ANTONIO DE CASTRO"

LLos problemas mixtos de Dirichlet-Neumann para ecuaciones en
derivadas parciales de tipo eliptico han sido estudiadas por diversos
métodos. Son de interesantes aplicaciones los resultados generales de
M. Picone (**) que profundiza en diversas cuestiones teoricas con ellos
relacionadas y muy precisos los estudios de A. Ghizzetti (***) en algu-
nos casos particulares.

Aprovechando las ideas de uno y otro y en particular el concepto
de transformadas parciales, desarrollamos en este articulo un método
para el cdlculo efectivo de la solucién de un problema mixto que se
presenta en el estudio de la difusion de gases en una camara rectangular.

Las caracteristicas generales de este tipo de problemas son:

a) Condiciones indefinidas; la funciéon es armonica en el interior
de un rectangulo (camara de difusion).

b) Condiciones definidas; en el contorno aparecen dos tipos de
datos; en una parte del mismo se dan los valores de la funcién, y en
otra los de su derivada normal.

El problema tipico viene planteado del modo algulente. Determinar
una funcion u(z, y) que en el interior de un rectangulo R : (0 << = < «a;
o < y <. 2b) satisfaga a la ecuacion uzz + uyy = 0, y en el contorno
de R a las condiciones siguientes:

u(z, 0) = folx) u(z, 2b) = f(x)
Para
‘ du(z, y) du(z, y)

Sz

=0

0

I

dxr

a
Para b < y < %

ulo, y) = ula, y) = gly)

(*) Trabajo efectuado en el Instituto de Calculo del Consejo Superior de Investiga-
ciones Cientificas.

(**) Atti. Acc. Scienze di Torino,1940. Rendic. Sem. Mat. Fis. Milano, 1939. Véase
también L. AMEeRIo, Rend. Ist. Lombardo, 1944-45.

(***) A, Guizzerti: Rend. di Mal.. Un. Roma, 1946-47.
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g(y) es una funcion cuya variacion puede tomarse constante; esto es,
haremos ¢(y) = my + [ (en la mayor parte de los casos, y en primera
aproximacion se suele considerar g(y) = cte.), debiendo evidentemente
ser en todo caso f(o) = ¢(%b) = f(a) para garantizar la continuidad de
la solucion.

El objeto de este trabajo es indicar un método numérico para calcu-
lar la funcién u(z, y), método particularmente preciso para la porcion
b < y < 2. .

" Para resolver el problema dividimos el rectangulo R en los R,
(0 <<y <),y R, (b < y < 2b); hallaremos las soluciones en R, y R,,

du(z, y)
_.__—] de la que
b

en funcion de una nueva funcion ¢(x); (e(z) =

3y
damos después su determinacion.
2. En el recinto R, tenemos
(2-1) Uzz + Uyy = 0
nnx
de donde se deduce multiplicando por cos —— (n = 0, 1, 2, ...) e inle-
a

grando entre o y a

. ‘a nr ) _
(2.2) / (Ugs + uyy) €08 —— dz = 0 (n =o0,1,2,..)

o a

Si para simplificar hacemos

"a nrx
(2.3) / u(z, y) cos dr = un(y)
o a -

se deduce de (2.2) mediante una integracién por partes que es

Uy COS -+ u sen u cos —— dx +
a a a 0 a

nnx nr nnw]ﬂ n*m? /‘0 nrr

lo a®

dz ~a nne
u cos de = o
dy* J o a

es decir, un(y) debe verificar la ecuacion diferencial
d? Un nz g

dy? a®

Uun == 0

(2.4)

con las condiciones de contorno

n

L
dx = fon
a

(2.5) un(o) = /afo(w) cos
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R ;@ .. nmx .
(2.6) . up(b) = / o(x) cos —— dx = ¢n

/ o a

llamando fon y ¢n los coeficientes de los desarrollos de fo(z), o(x) en
serie de cosenos (fon conocidos, ¢n, no).

Consideremos separadamente los-casos n = o, £ o.
a) Cason = o.

En este caso de (2.4) se sigue

nry nx(b—y)
-+ Bn Ch —8 —
a a

un(y) = An Sh
y de aqui

nw - nmny nr nn(b—y)
u,n(y) = An Ch _— Sh

a a

y, por Lanto, de (2.5), (2.6) sigue

nnb L nw nrb
. fon = lln(O) = Bnp Ch 5y @n = u’n(b) = An Ch —
: a

es decir, se tiene

« on  nm fon
un(y) = Sh

nr nrb a

Ch

nr
y + Ch (b—u)
nnb a.
Ch

a
b) Cason = o
De (2.4) sigue
uo(y) = Bo + Aoy wo(y) = Ao

v, por tanto, us(y) = foo + @oy.

Por otra parte, de (2.3) sigue

1 2w

u(z, b) = —— ue(b) + ———? un(b) cos

a a
Yy en general

s

1 2 %

ulz, y) == —— noly) -+ —— Z un(y) cos
a a1 a

nrJ:

es decir

nxy
Sh




CGh — (b—1y)
p a 1 b a nnx nré
+ — fo(&) [~ + = cos cos ] 3
a o 2 nrb a a
Ch
a
y en particular
R a 1 x a nrb C nmx nrg
(2.8) ufzx, b) = —/ (&) l—~ b+ X —Th cos cos Jd?:', +
a/ o 2 1 nrx a a a
2 Ja 1 1 nrx nrt
+ —/ fo(i)l-— + Z cos cos ldi
al e 2 nrb a a
Ch
a

3. En R, el procedimiento a seguir es algo diverso. De la misma
ecuacion de Laplace se sigue que es

nrx
(n o= 1,2,...}

. ~a
<31> / (Ure + Ugy) sen —— dze = )
0 a

Poniendo

nrr
dr = un(y)

w
/ (u— g) sen
a

o
S
2 0®n nre

u(z, y) = gly) + — T ua(y) sen
a 1 a

Por otra parte de la inlegracion por partes de (3.1) sigue

nrL nmw nrr e nig? fa nm.r
uy sen —— — — U COS — —— | usen cdx 4
a a a I, a* 0 a
d: [a nwx
4 .u sen ——dr = 0
dy* J o a
es decir
nr nxr |t nx? e | nrx
— —ucos ——| —- (u-—q) sen —— dr —
171 a |, a? o a
niw? a nrr d? a nrx
— g sen —— dx 4 (u -— g) sen dzr =0
a* /o a dy? 0 . a
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y de aqui se sigue que es
d*up nm.

— Un = 0
dy* a®
es decir .
nw nw .
un(y) = An Ch —(y — b) + Bn Sh— (20 —y)
a - a
Yy
. nr nr nw nrw
u'n(y) = —An Sh—(y — b) — —Bn Ch — (b —1y)
a a a a
siendo
. a nwa
up(b) = / [fx) — g(2b)] sen —— dx = Fp
o a
a nrx
u'n(b) = / [p(z) — m] sen —— dz = ¢n
o a )
Pero por otra parte es -
nrb
un(2b) = An Ch
; ) P
nw nwb
u n(b) T e—— Bn Ch
a a
- de donde se deduce que es
Fn a Pn
An = — Bn = — — ————
nrb nr nnb
Ch Ch—— .
a a
es decir, sustituyendo en (3.3) '
nm
: Sh—(2b—1y)
Fn nr a a
un(y) = Ch—(y — b)— — g ———rr
nrb a nrw . nnb
Ch—r- v Ch ——
a a
y en particular
Fn 7} nrb
un(b) = — — @n Th —
nwh nw a
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sigue que es

2 1 nrz nrnk /
u(z, b) = g(b) +— } (1) — g(20)] | = sen sen g +
a/ o i nwb a a 7
; / Ch ——
(73
’ nrb nrx nwé
—/ [o(8) -—mjlszh sen sen ]di
a a a
y en general
nr
Sh—(2b—y)
‘ R [a s —a a nnx nwé
u(z, y)=g(y)+— | [p(&)—m]Z — sen sen: d% +
a/ o nw nwb a a -
Ch —-
a
{ nmw
\ Ch—(y—0b)
2 [a ‘o a nrx nrk
+ — | [f&) —Rbm] = sen sen dé
a J o 1 nwb a a
[~ cn— S
! a

Por la continuidad de la solucion sigue, igualando las expresiones
(2.8) v (3.4), que es

] nrb nnx nwg
—_ —b+ X —Th cos cos dg -+
1 nm a a a
i 1 nrx nré
/ folE )[— + = cos cos ]di =
a. 2 n nrb a a
Ch —
, a
92 fa : 1 nrx nré
(b) + — / [/(8) — g(2b)] |>: sen —— sén ]di +
a) o n nrb Ca [
Ch
a
2 —a nrb nrx nwf 1
. __./ [p(E) — m_] X —Th sen sen ]dE‘
a) o - n nr a a a

DA probiema queda reducido a -esta ecuacion integral de Riesz.

© mné

Para el calculo numérico, poniendo  ¢(€) = X am cos teniendo
: 0

a
en cuenta que es



‘a
/ @(E) dE = aea.

- )

a nnk u 2n

(&) sen dé = — X/ am — — (n, m distinta paridad).

0 a Tom n:—m:?

a : nré, a

?(E) cos dg = — an.

o a 2

queda
a % dn nrb nrx nwr
agh 4+ — ¥ —— Th — cos + X Apcos =
w1l on a a a
nrx 4a : nrb nnx 1

= ¢g(b) + X Bn sen — — X an Th — sen ’

a n? a a m n*-—m:?
designando para abreviar
nné

2 [u 1
Ap = ——/ fo(§) ————— cos ——d%
al o nrb a
Ch
‘

1

2 a nwé
B = ——— [ 172 — 9i20)] sen — a
nwb [/ o a .
aCh ——
a
krx
Multiplicando por sen e integrando entre o y a se obtiene
. a
. 2a 2a? . an nrnb I a I3
[agh — ¢(2b)] 4+ —3X —Th — - — XAy — =
k'm 2 n a k*—n? b k% — n*
a © 2a? lerth 1
= — B — aip Th X’
P 2 a m k*—m*

(k’ valores impares)

sistema este de ecuaciones lineales de teoria conocida. Aplicado al caso
particular f,=0 f(z) = ¢g(y) = cle demostré una convergencia lo su-
ficientemente rdpida para poder ser utilizado con ventaja en el cdlcu-
lo de u(x, y) en especial en R,. '



