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1. INTRODUCTION

Dans la théorie des opérateurs pseudo-différentiels, plusieurs auteurs ma-
nipulent souvent les g-espaces et les g-algebres sans le savoir. Ce qui a motivé
L.Waelbroeck [2] d’introduire les q-objets en 1982, en étant convaincu que leur
structure joue un role tres important en analyse fonctionnelle. Dans ce papier,
on trouve plus d’informations sur les g-algebres de Banach et les opérateurs
(au sens de Waelbroeck) qui sont en fait les morphismes de la catégorie des
g-espaces de Banach. Au premier lieu, nous allons préciser les notations et
rappeler les définitions et les résultats connus, qui sont trés utiles pour la
suite.

Soit (E, F') un couple d’espaces de Banach ot F est un sous-espace vectoriel
de FE, non nécessairement fermé dans E. L’espace F est appelé “sous-espace de
Banach” si 'injection canonique F' — E est continue. On désigne par Seb(FE)
I’ensemble des sous-espaces de Banach de F.

DEFINITION 1.1. On appelle “g-espace de Banach”, tout quotient E/F
d’un couple d’espaces de Banach (E, F') tel que F' € Seb(FE).

DEFINITION 1.2. Etant donnés deux g-espaces de Banach E/F et E'/F’.
Une application linéaire
u:E/F — E/F

induite par une application linéaire continue u; : E — E’ telle que u;(F) C
F’, est appelée opérateur (ou morphisme) strict. On l'appelle “un pseudo-
isomorphisme” lorsque u; est surjective vérifiant ul_l(F’ )=F.
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Dans [2], Waelbroeck définit la catégorie des g-espaces de Banach dont les
objets sont les g-espaces de Banach et les morphismes sont engendrés par les
opérateurs stricts et les inverses des pseudo-ismorphismes. C’est une catégorie
exacte, qu’on note qB et qui posséde plusieurs propriétés linéaires.

PROPOSITION 1.3. Chaque opérateur u : E1/Fy — FE3/F; dans B est
de la forme uw = u o s~! ot v est un opérateur strict et s est un pseudo-
isomorphisme.

EXEMPLES. (1) Soit L'[0, 1] I'espace des fonctions intégrables sur [0, 1]
muni de la norme :

1
I = [ 1s@le (e 2.,
et soit C'[0, 1] 'espace des fonctions continues sur [0,1], muni de la norme :

[flloo = sup{[f(x)[ : = € [0,1]} (f € C0,1]).

Alors le couple (L'[0,1],C[0,1]) est un espaces de Banach quotient. Pour
chaque fonction g € L'[0,1], considérons l'opérateur T, : L'[0,1] — L[0,1]
défini par : T,(f) =g = f on

g% f(z) = /0 T tfmdt (xe0.1).

Nous savons bien que C[0, 1] est un idéal dense dans L'[0, 1] muni du produit
de convolution. Comme ||Ty(f)|| < ||fll1llgllcc pour tout f € L'[0,1], T, est
continue , envoie C[0, 1] dans C[0, 1] et induit un morphisme strict

T, : L'[0,1]/C[0,1] — L*[0,1]/C]0, 1].

D’autre part, on peut remplacer le produit de convolution par le produit
ordinaire et choisir g € C|0, 1] telle que |g(x)| # 0 pour tout = € [0,1]; dans
ce cas, Ty est une bijection qui vérifie

;1 (Clo,1]) = Cfo, 1]
et induit donc un pseudo-isomorphisme

T, : L*(0,1]/C[0,1] — L*[0,1]/C[0,1]

dont l'inverse est un morphisme d’espace de Banach quotients.
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(2) Soit D = {z € C : |z] < 1} et soit A l'algebre du disque (I’espace
des fonctions continues sur D et holomorphes a U'intérieur du D), muni de la
norme :

[flloo = sup{[f(z)| : = € D} (f € A).

On munit A de la norme suivante :

[fllo = sup{|f(1/n)] : n =1} (f € A).

Soit A I’algebre complétée de A pour cette norme. Alors (/1, A) est un espace
de Banach quotient. Considérons maintenant 'opérateur 7' : A — A défini
par :

T(f)(z) =z f(2) (f€A z€D).
Alors T posséde une extension T:4A— A qui induit donc un morphisme
T:A/A— AJA d’espace de Banach de quotient.

Dans la suite, nous montrons qu’une application lineaire entre deux
g-espaces de Banach est un opérateur si, et seulement si, son graphe relevé
est un sous espace de Banach (voir le théoreme 3.2). Nous montrons aussi que
les opérateurs sur un g-espace de Banach standart forment une g-algebre de
Banach puis nous prouvons que le spectre d’un opérateur sur un g-espace de
Banach est un compact non vide.

2. CARACTERISATION DES OPERATEURS DE qB

Soit E/F un g-espace de Banach. Le théoréme du graphe fermé garantit
I'unicité de la topologie de F' pour laquelle F' € Seb(E). Siv : E — E’ est
une application linéaire continue d’eapaces de Banach, alors I'image directe et
I'image réciproque d’un sous espace de Banach est un sous espace de Banach,
ainsi la somme et l’intersection de deux sous espaces de Banach sont des
sous espaces de Banach. Avec ces remarques, on peut montrer les résultats
suivants :

PROPOSITION 2.1. Soient E1/F) et Eo/F, deux g-espaces de Banach et
soit u : F1/Fy — Es/Fy une application linéaire. Le graphe relevé Go(u) =
{(z1,22) € By X Ey : 9+ F» € u(x1+F1)}, posséde les propriétés suuivantes :

(a) Le graphe G(u) de u est isomorphe a Go(u)/Fy x Fs.

(b) Siv' : Ey/F, — Es3/F3 est une autre application linéaire et si Go(u) €

Seb(Ey x Es) et Go(u') € Seb(FE2 x E3), alors

Go(u' ou) € Seb(E; x Ej3).
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Preuve. (b) Remarquons que ’ensemble

Go = {((w1,22), (22, 23)) € Go(u) x Go(u)}

est fermé dans Go(u) x Go(u') et Go(u’ ou) est 'image de Gg par la projection
canonique ((z1,z2), (x2,23)) — (21, 3), il en résulte que Go(u'ou) € Seb(E; x
Es). 1

PROPOSITION 2.2. Soit u : E1/F) — Es/F» une application linéaire bi-
jective entre deux g-espaces de Banach telle que Go(u) € Seb(E; x Es), alors
Go(u_l) S Seb(E2 X El).

Preuve.
Go(uil) == {(])2,%1) eFbyx FEy:x € uil(l‘z + FQ)}
= {(1:2,:61) e by x Ey:x9 € u(m + Fl)} = Gg(u)

Nous en déduisons que Go(u~t) € Seb(Fy x Ey). |1

PROPOSITION 2.3. Le graphe relevé Go(u) d’un morphisme strict
U : El/Fl — EQ/FQ est dans Seb(E1 X El).

Preuve. Soit uy : E1 — F5 le morphisme qui induit u et soit j : Fy X EFy —
FE5 Dapplication linéaire continue définie par :

j(l‘l,l'g) — T2 — ul(xl).
Alors,

j_l(FQ) = {(161,1‘2) € B1 x Ey : x9— ul(xl) c FQ}
={(z1,22) € By X By : 23 € uy(w1) + Fo} = Go(u).
Nous avons donc Go(u) € Seb(E; x Es). 1

Il résulte des propositions ci-dessus que le graphe relévé d’un opérateur de
g-espaces de Banach est un sous espace de Banach et donc son Graphe est un
g-espace de Banach.

THEOREME 2.4. Soit u : E1/F) — FEy/F; une application linéaire entre
deux g-espaces de Banach. Alors, u est un opérateur de gB si, et seulement
si, son graphe G(u) est q-espace de Banach.
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Preuve. 1l reste a prouver que si Go(u) € Seb(E; x E3), alors u est un
opérateur de g-espaces de Banach. En effet : Considérons les projections mq1 :
Go(u) — E1, (x1,22) — 21 et w21 : Go(u) — Ea, (x1,x2) — x2, et remarquons
que 71 est une surjection qui vérifie :

7T11(F1 XFQ)QFQ et 7T1_11(F2):F1 XF2

et que 7oy vérifie
mo1 (F1 X Fy) C F;

711 induit alors un pseudo-isomorphisme 71 : Go(u)/Fy x Fo — Ei1/F}

et w91 induit un morphisme strict mo : Go(u)/F1 x Fo — Eo/F» tels que
_ -1

u=moom; . 1

3. LES q-ALGEBRES DE BANACH

Soient (A, || ||la) une algebre de Banach, associative et unitaire et I un
idéal bilatere de A. Nous supposons que I muni d’une norme || ||; et que 'une
de ces deux propriétés est satisfaite :

(a) I un sous espace de Banach de A;
(b) la norme de I est une norme d’idéal :

lzallr < llzllrllalla et flaz]r <lla]|allz]r (zel, acA).

Alors, I est appelé un ideal de Banach de A et le quotient A/I est appelé
“qg-algebre de Banach”.

Remarque. Les théoremes de Banach-Steinhaus et du graphe fermé montrent
que les propriétés (a) et (b) sont équivalentes.

DEFINITION 3.1. Soit a +1 = (a1 + I,...,a, + I) une famille d’éléments
de A/I. On appelle spectre simultané de a + I, noté sp;(a), 'ensemble des
éléments (A1,...,\,) de C" vérifiant :

n

D k= (@) A+ # A

k=1

Remarquons qu’il est possible de définir le spectre a + I en introduisant
les caractéres de 1’algebre .
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PROPOSITION 3.2. Soit A/I une algébre de Banach quotient, commuta-
tive et unitaire. Pour tout a + I € A/I, nous avons :

spca) = {(x(a1),...,x(an)) € C" : x € Hull(1)},

ou (ay,...,an) est un représentant de a + I et Hull(I) est I'ensemble des
idéaux maximaux qui contiennent I.

Preuve. Soit (A1, A2, ..., A) € spy(a), comme

1g ) (ar— M)A+,

k=1

il existe un caractere x tel que > )_; (Ap — ax)A + I C ker x. Ceci prouve que
I Ckery et que x(ax) = A, k=1,...,n.

Inversement, si x € Hull(Z), alors Y ,_, (x(ax) — ar)A + I C ker x et par
conséquent (x(a1), x(a2),...,x(an)) €sprla). 1

En remarquant que Hull(I) = Hull(/), nou avons :

COROLLAIRE 3.3. Le spectre sp;(a) est un compact, non vide.

4. SPECTRE D’UN OPERATEUR ET LES q-ALGEBRES D’OPERATEURS

Soit E//F un espace de Banach quotient. On désigne par L(E/F') I’algebre
des opérateurs (des morphismes de g-espaces de Banach ) de E/F et par
S(E/F) la sous algebre de L(E/F), engendrée par les opérateurs stricts de
E/F.

DEFINITION 4.1. Soit T' € L(E/F). On appelle spectre de T', noté sp (T,
I’ensemble des valeurs A dans C telles que A\ — T est non algébriquement
inversible.

DEFINITIONS ET REMARQUES 4.2. (i) Un opérateur T' € L(E/F) est in-
versible dans B si, et seulement si, il est algébriquement inversible (voir la
proposition 2.1).

(ii) Un pseudo-isomorphisme, qui est en particulier un isomorphisme
algébrique, est un isomrphisme dans gqB. Un espace de Banach E est dit
“libre” si £ = ¢1(X). On peut associer a chaque g-espace de Banach E/F, un
g-espace de Banach standard E’/F’ (E' est libre) et un pseudo-isomorphisme
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S : E'/JF" — E/F. Donc, chaque g-espace de Banach E/F est isomorphe
& un g-espace de Banach standard E’/F’. Dautre part, tout opérateur d’un
g-espace de Banach standard est nécessairement strict (voir [2]). Il en résulte
que si T € L(E/F), alors

spr(T) =spr(S~' 0T oS) =spg(S~ ' oToS),

ot spg(S™t 0T o 9) est le spectre de S~ o T o S dans S(E'/F').
Ainsi, nous pouvons supposer que 1" est strict et que E/F est standard
pour montrer les résultats suivants .

PROPOSITION 4.3. Le spectre d’un opérateur 1" sur un g-espace de Ba-
nach E/F, est non vide.

Preuve. Comme nous avons mentionner ci-dessus, nous pouvons suppo-
ser que tous les opérateurs sont stricts. Remarquons que S(E/F') n’est autre
qu’une g-algebre de Banach A/I ou A est 'algebre des opérateurs bornées de
E, qui laissent invariant I’ et I est exactement ’idéal bilatere de A formé par
les opérateurs bornées de E dans F'.

A est une algebre de Banach pour la norme

T[4 = sup{[[Tz[|z, [Tyl : =]z <1, lyllr <1} (T € A),
et I est une sous algebre de Banach avec la norme
[ullr = sup{[|uz||F : [lzf|r <1} (uel).

Puisque E # F, [|[T oullr < [|[T||allulr et ||luo T|r < ||ul/z||T]|a, pour

tous T' € A et u € I, nous avons A # I et A/I est une g-algebre de Banach.
Sachant que I est non dense dans A, nous considérons la projection canonique

7 A/I — A/I de I'algébre de Banach quotient A/I dans I’algébre de Banch
A/I. Comme 7 est un homomorphisme surjectif et sp7(7(T)) # @), nous avons

spp(m(T)) C sp;y(T) # 0.

PROPOSITION 4.4. Soit T € S(E/F), induit par Ty. Alors

sp(T) € sp(To/E) Usp(To/ F)
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Preuve. Soit A ¢ sp(Tp/E) U sp(Tp/F)). Si « + F € E/F tel que
(1 -=T)x+ F) = F alors (1 — Tp)z € F. Comme (1 — Tp) est inversible
dans L(F), il existe 2’ € F tel que (1 — Tp)a' = (1 — Tp)z et puisque (1 — Tp)
est inversible dans L(E), nous avons = = 2’ , donc x € F'; ce qui prouve que
(1 =T) est injectif.

Soit maintenant y + F € E/F. Comme (1 — Tj) est inversible dans L(E),
il existe x dans F tel que (1 — Tp)z = y. Nous avons bien

1-T)Yz+F)=(1-Ty)z+F=y+F.
Il en résulte que 1 — T est inversible et que A € sp; (7). |

Le spectre d’un opérateur sur un g-espace de Banach est donc borné, il
reste a vérifier qu’il est fermé. Pour cela, nous avons besoin de montrer les
lemmes suivants.

LEMME 4.5. Soient T' € L(E/F) et Cr le complexe des sous espaces de
Banach suivant

Cr): 0L FxF LGy xExF 2 ExE L0
ou
Ir(x0,90) = ((%0,%0), (—20, —¥0))
JT((Z‘, y)7 (xla yO)) = (l’ + xlv Y+ yO)

pour tous xg,yo dans F, tout ' dans E et tout (z,y) dans Go(T). Alors T
est inversible dans L(E/F) si et seulement si Cr est une suite exacte.

Preuve. Supposons que T' est inversible et montrons que ker Jr C im I et
que Jr est un opérateur surjectif. Soit

(z,y), (@', y0)) € Go(T) x E x F

tel que
r+2' =0 et y+yo =0.

Comme T est inversible et y = —yg € F, x € F et donc ((x,y), (2',y0)) €
im I'r. D’autre part, soit (2/,y’) € Ex E. Il existe x € E tel que ¢y’ € T(z+F).
Nous avons bien

Ir((x,y), (2" = 2,0)) = (/,y/).
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Inversement, supposons que Cr est une suite exacte. Soit x € E tel que
T(x+ F) =yy € F. Puisque

ker Jp = im It et JT((xv yO)v (—.CE, _yO)) = (07 0)7

x € F et donc T est injectif. Soit maintenant ¢’ € E, comme Jr est surjectif,
il existe (x,y) € Go(T) et (2, y0) € E x F tel que Jr((z,y), (z',v0)) = (0,v),
ie,z=12"=0et y+yo =y Ceci montre que y' € T(z + F) donc T est
surjectif. |

LEMME 4.6. Soit T € S(E/F). Pour tout \g € C tel que Cy,_r est un
complexe exact de sous espaces des Banach, il existe ¢ > 0 tel que si A € C et
vérifie |\ — X\o| < ¢, alors le complexe C\_r sera exact.

Preuve. En vérifiant que
d(I/\O,I)\)<2|A—/\0’ et d(J)\O,J)\)<2M—/\0’ ()\G(C)

ou d est 1’écart défini dans [1], les hypothese du théoréeme de Taylor [3,
Théoréeme 2-1] se confirment et donc le lemme ci-dessus n’est qu'un cas par-
ticulier. 1

Il résulte alors des résultats ci-dessus que le spectre d’un opérateur sur un
espace de Banach quotient, est un compact non vide.
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