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1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Les espaces de Banach libres et les b-espaces libres ont été utilisés par L.
Waelbroeck dans la construction de ces catégories abéliennes [4] et [5]. Le but
principal de ce papier est d’étudié quelques propriétés de cette classe d’espaces
et d’établir les liens entre cette classe et le théoreme de Bartle-Graves dans
le cadre des b-espaces de Waelbroeck [3] qui est une classe plus générale que
celle des espaces bornologiques (localement convexes) de Bourbaki [2]. Rap-
pelons que le théoreme de Bartle-Graves [1] dit que toute surjection linéaire
bornée entre des espaces de Banach admet un inverse & droite continu (non
nécessairement linéaire) borné sur les bornés.

Nous montrerons que si X est un ensemble et u: E — F une applica-
tion linéaire bornée et bornologiquement surjective entre des b-espaces, alors
Papplication linéaire bornée (X, u) : 5(X,E) — B(X,F), f — uo f est
bornologiquement surjective, et nous établirons que pour tout ensemble X et
pour tout espace de Banach FE, l'espace de Banach Ban (I;(X), E) est iso-
morphe a (X, FE). Apres, nous montrerons qu'un b-espace G est libre si,
et seulement si, I’application linéaire bornée b(G,u): b(G,E) — b(G, F),
f+——wuo f est bornologiquement surjective des que u: E — F est une appli-
cation linéaire bornée et bornologiquement surjective entre des b-espaces. En-
suite, si £/ est un b-espace, nous établirons qu’il existe un ensemble I tel que
pour tout ¢ € I, il existe un ensemble X; et une application linéaire bornée et
bornologiquement surjective u: @;erli1(X;) — E. Enfin, si E est un b-espace
libre et F7, F» sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que F = F}| & Fy
(en tant que b-espaces), nous montrerons que 'application linéaire bornée
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b(G,u): b(G,Hy) — b(G, Hy), f — wo f est bornologiquement surjective
des que u: Hy — Hs est une application linéaire bornée et bornologiquement
surjective entre des b-espaces, ou G = F1, Fs.

Nous terminons ce paragraphe en fixant les notations dont nous aurons
besoin tout au long de ce papier. On désigne par Ban la catégorie des espaces
de Banach et des applications linéaires bornées. Si E; et Eo sont deux espaces
de Banach, on désigne par Ban (FE, F3) l'espace de Banach de toutes les
applications linéaires bornées F1 — Fbs.

Soit E un espace vectoriel. Si B est un disque (i.e. un ensemble convexe
équilibré) de E, on note Ep l'espace vectoriel engendré par B muni de la
semi-norme ||z||p = inf{a € R": z € aB}. Le disque B est dit complétant si
(EB, || ||B) est un espace de Banach.

On appelle bornologie de b-espace sur F, toute famille 3 de parties de F
vérifiant les axiomes suivants:

1
2

(1) toute partie finie de E' appartient a (3.
(2) si A€ et BC A, alors B € [5.

(3) [ est stable pour la réunion finie.

(4)

(5)

I’homothétique de tout élément de [ est un élément de 3.

si A € (3, alors il existe un disque borné complétant B de 3 tel que
ACB.

Le couple (E, 3) est appelé un b-espace. Un sous-espace vectoriel F' d’un b-
espace E est bornologiquement fermé, si pour tout borné complétant B de F,
le sous-espace vectoriel F'N Eg est fermé dans ’espace de Banach Epg.

Sur tout espace vectoriel topologique localement convexe FE, ’ensemble
des parties absorbées par tout voisinage de 0 forme une bornologie appelée
la bornologie de von Neumann, F muni de cette bornologie sera noté Ej. Si
dans FE tout disque borné fermé est complétant, alors Ej est un b-espace.

Si (Eh, (1) et (Eq, 82) sont deux b-espaces, une application linéaire u: F; —
E est dite bornée si pour tout A € 31 on a u(A) € [B2; u est dite bornologique-
ment surjective si pour tout B € (s, il existe A € 3 tel que u(A) O B. Si Fj et
E5 sont deux b-espaces, on désigne par b(E1, FEy) 'espace de toutes les appli-
cations linéaires bornées F; — FE5 muni de la bornologie de b-espace suivante:
une partie B de b(E}, E2) est dite bornée sil'ensemble {u (z) : v € B, = € B’}
est un borné de Es, quelque soit la partie bornée B’ de E;. On désigne aussi
par b, la catégorie des b-espaces et des applications linéaires bornées. Nous
renvoyons le lecteur a [3] pour plus de détails a ce sujet.
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2. RESULTATS

Si X est un ensemble et E' un b-espace, on note par 3 (X, E) l'espace des
applications f: X — FE telle que f(X) est borné dans E. Cet espace sera
muni de la bornologie équibornée i.e., une partie B de (X, E) est bornée si
I'ensemble {f(z): f € B, © € X} est borné dans E.

PROPOSITION 2.1. Si X est un ensemble et u: E — F une application
linéaire bornée et bornologiquement surjective entre des b-espaces, alors
lapplication linéaire bornée (X, u): f(X,E) — B(X,F), f — uo f est
bornologiquement surjective

Preuve. Soit A un borné de (X, F). L’ensemble D = {f(z): f € A, x €
X} est borné dans F. Comme l'application u: E — F' est bornologiquement
surjective, il existe un borné C' de E tel que u (C') = D. Par I'axiome du choix,
il existe une application v: D — C tel que uowv = 1p, ou 1p est 'application
identité de D. Posons B = {g = vo f: f € A}, alors B est un borné de
B(X,E)et A=uoB ={uog: g € B}. Par suite, application (X, u) est
bornologiquement surjective. 1

On déduit alors,

COROLLAIRE 2.2. Soient X un ensemble, E un b-espace et F' un sous-
espace vectoriel bornologiquement fermé de E, alors ((X,E/F) =

B(X,E)/B(X,F).

Soit (E;)ier une famille de b-espaces. Sur le produit direct [[,.; Ej,
on définit la bornologie suivante: une partie B de [[;c; £; est bornée si
pour tout ¢ € I, 'ensemble p;(B) = {pi(x): z € B} est borné dans E;, ou
Dj: Hiel E; — Ej est la projection canonique.

Il est clair que les projections canoniques p;: [[;c; Ei — Ej; sont bornées
lorsque nous munissons [[,.; E; de la bornologie ci-dessus.

Le produit direct d’une famille de b-espaces (Ej;),.; est un b-espace. Mais
le coproduit d’une famille de b-espaces n’est pas un b-espace.

On définit aussi la somme directe de b-espaces. Soit I un ensemble et pour
tout ¢ € I, soit E; un b-espace. Alors (z;),c; € ®icrEi si (24);c; € [Lier Bi et
s’il existe un ensemble fini Iy de I tel que x; = 0 pour tout ¢ ¢ Iy. Une partie
B de @1 E; est bornée si elle est bornée dans Hie 1 B et sl existe une partie
finie Iy de I tels que pour tout i ¢ Iy, p; (B) = {0} . Le b-espace ®;cE; est

la somme directe de la famille des b-espaces (E;);.
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Il est clair que le produit direct [],.; C; de bornés complétants est un
borné complétant. Méme chose pour @;c;C;.

Un espace de Banach F est libre si E est isomorphe a [; (X)) pour un certain
ensemble X. Un b-espace G est libre s’il existe un ensemble I, tel que pour
tout 7 € I, il existe un ensemble X; : G est isomorphe (bornologiquement) au
b-espace ®;erli(X5).

PROPOSITION 2.3. Pour tout espace de Banach E et pour tout ensemble
X, l'espace de Banach Ban (I1(X), E) est isomorphe a (X, F).

Preuve. Considérons le plongement de X dans /;(X) définit comme suit:
pour tout x € X, on a une application

ip: X — C, Y — ig(y)

telle que i, (y) =1six =y et iy(y) =0six #y.

Soit 'application linéaire bornée u: [1(X) — E définit par ces restrictions
a l'ensemble {i,: z € X}. Un élément A de I1(X) est la série absolument
convergente » v A(z)u(iz). On a alors

u(A) = Z:pEX AM@)u(iz).

Soit u;: X — FE lapplication définit par ui(z) = u(iy). Il est clair que
Papplication linéaire bornée Ban (I1(X), E) — (X, E), u — u; est un iso-
morphisme. [

reX

Comme conséquence, nous obtenons le résultat suivant:

COROLLAIRE 2.4. Soient X un ensemble, EF un espace de Banach et F' un
sous-espace vectoriel fermé de E, alors

Ban (I1(X),E/F) =Ban (l;(X), E)/Ban (;(X), F).

Les b-espaces libres nous permettent d’avoir une version du théoreme de
Bartle-Graves pour les applications linéaires bornées.

PROPOSITION 2.5. Si G est un b-espace libre alors, Iapplication linéaire
bornée b(G,u): b(G,E) — b(G, F), f — uo f est bornologiquement surjec-
tive dés que u: E — F' est une application linéaire bornée et bornologiquement
surjective entre des b-espaces.
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Preuve. Comme l'application u: G — F' est bornologiquement surjec-
tive, pour tout disque borné complétant C' de F', il existe un disque borné
complétant B de E tel que u(B) = A. Par hypothese G = ®;crl1(X;),
et donc I'application u est déterminée par ces restrictions aux b-espaces in-
tervenant dans la somme directe bornologique. Appelons u;: [1(X;) — E la
restriction de u & I;(X;). Si € est un borné dans le b-espace b(@serl (X;), F),
on pose

C;={ui:ueC}

C’est un borné de b(l1(X;), F'), et donc un borné d’un certain b(l;(X;), F¢,),
ou C; est borné complétant de F. Comme 'espace [1(X;) est libre dans la
catégorie Ban, alors pour tout borné C; dans b(l;(X;), F¢,), il existe un borné
B; dans b(I1(X;), Eg,) tel que u(B;) = C;. Notons que la partie B/ est aussi
bornée dans b(ll( 1), E). Tl ’ensuit que I'ensemble borné @c;B; releve le
borné &;¢ IC et vu que C' C e IC’ alors C" peut étre relevé en une partie
de ®ierB;. 11

Comme conséquence du résultat ci-dessus nous obtenons la caractérisation
suivante:

COROLLAIRE 2.6. Soient G un b-espace libre, ' un b-espace et F un
sous-espace vectoriel bornologiquement fermé de E, alors b(G,E/F) =

b(G,E)/b(G, F).

Si E est un espace de Banach, nous savons qu’il existe un ensemble X
et une application linéaire bornée surjective w: l;(X) — FE. Dans le cas
bornologique nous obtenons un résultat de méme nature. En effet:

PROPOSITION 2.7. Soit E un b-espace, alors il existe un ensemble I tel
que pour tout ¢ € I, il existe un ensemble X; et une application linéaire bornée
et bornologiquement surjective u: @®;cyli(X;) — E.

Preuve. Soit E un b-espace et soit (B;);cr une base de la bornologie de
E. On peut supposer les bornés B; complétants. Pour tout ¢« € I, on choisit
un ensemble X;, contenu et dense dans B; (la boule unité fermée de I'espace
de Banach Ep,). Or on sait que pour tout ¢ € I, il existe une application
linéaire bornée et surjective u;: 11(X;) — E. La famille de ses applications
u; définissent une application linéaire bornée et bornologiquement surjective
u: @ier 1(X;) — E. 1
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PRrROPOSITION 2.8. Soient E' un b-espace libre et F1, F> deux sous-espaces
vectoriels de E tels que E = Fy @ F, (bornologiquement). Alors, ’application
linéaire bornée b(G,u): b(G, H;) — b(G, Hz), f — wo f est bornologique-
ment surjective dés que u: Hi — Hs est une application linéaire bornée et
bornologiquement surjective entre des b-espaces, ou G = Fy, Fs.

Preuve. Supposons que E est un b-espace libre tel que F = F} & F, (bor-
nologiquement). Soit u: Hy — Hy une application linéaire bornée et bornolo-
giquement surjective. Nous remarquons que

b(E, H1) = b(Fi, H1) x b(Fp, H1) et b(E, Hs) = b(F1, Ha) x b(Fs, Ha).

Comme 'application b(G,u): b(G, H1) — b(G, H2), f — uo f est bornolo-
giquement surjective, les deux projections b(Fi,u): b(Fy, H1) — b(F1, Ha),
fr—uo f et b(Fy,u): b(Fy, H) — b(Fy, Hy), f — uo f sont bornologi-
quement surjectives. N

COROLLAIRE 2.9. Si G est un b-espace libre et (G1 un sous-espaces vec-
toriel de G qui admet un complémentaire bornologique. Si E est un b-
espace et F un sous-espace vectoriel bornologiquement fermé de E, alors
b(G1,E/F) =b(G1,E)/b(Gy, F).

Enfin, nous donnons la réciproque de la proposition 2.5.

PRroroOSITION 2.10. Soit E un b-espace tel que 'application linéaire bor-
née b(E,u): b(E,H;) — b(E, Hs), f — uo f est bornologiquement surjec-
tive dés que u: Hi — Hs est une application linéaire bornée et bornologique-
ment surjective entre des b-espaces, alors E est libre.

Preuve. Si E est un b-espace, d’apres la proposition 2.7, pour tout ¢ € I,
il existe un ensemble X; et une application linéaire bornée u: @iy l1(X;) —
FE qui est bornologiquement surjective. Par hypothese, I’application linéaire
bornée b(F,u) prend ces valeurs dans 'espace b(E, E) et de plus elle est
surjective. Dans le b-espace b(FE, E) on trouve 1’élément Idg, donc il existe
une application linéaire bornée v: E — @;crli(X;) telle que Idg = uow. Ceci
montre que le b-espace E est isomorphe a une somme directe bornologique
d’espaces de Banach libres. |
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