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INTRODUCTION

Soient X un espace de Banach de dimension infinie sur le corps des nombres
complexes, et B(X) l'algebre des opérateurs bornés sur X. On appelle spectre
de surjection d’'un opérateur T' € B(X) l'ensemble o4(T) = {\ € C;(T —
A)(X) # X} qui est une partie non vide du spectre de T'. D’apres [17, Lemme
1], le spectre de surjection coincide avec le spectre de T' dans le cas ou T est un
opérateur ayant un spectre fini, pour plus d’informations a propos de o4(7")
voir [6] et [17]. Beaucoup de gens se sont intéressés aux transformations qui
conservent certains ensembles dans les algebres des opérateurs bornés sur un
espace de Banach de dimension infinie, on pourra voir par exemple [1], [2],
[4], [6]—[15]. A. Jafarian et A.R. Sourour ont montré dans [1] que si X et YV
sont des espaces de Banach de dimensions infinies et ® est une transformation
de B(X) sur B(Y) qui est linéaire surjective et conserve le spectre, alors ou
bien ®(T) = ATA™!, ou bien ®(T) = BT*B~! pour tout T € B(X), ou
A: X —Y et B: X’ — Y sont des applications linéaires bijectives bornées.
M. Omladic et P. Semrl ont montré dans [11] qu’on obtient le méme résultat
avec les mémes hypotheses en supposant que @ est seulement additive. Puis
dans [6] P. Semrl a montré que si ® est une transformation de B(X) sur B(X)
qui est linéaire et conserve le spectre ponctuel, alors ®(7) = AT A~! pour tout
T € B(X), ou A: X — X est un isomorphisme linéaire borné. Nous avons
montré dans [8] qu’on obtient le méme résultat avec les mémes hypotheses
en supposant que ® est seulement additive. Dans [6] P. Semrl a aussi montré
par des méthodes algébriques que si X est un espace de Hilbert de dimension
infinie et ® est une transformation de B(X) sur B(X) qui est linéaire et

o7



58 M. ECH-CHERIF EL KETTANI, E. EL BOUCHIBTI

conserve le spectre de surjection, alors ®(T) = ATA~! pour tout T € B(X),
ou A : X — X est un isomorphisme linéaire borné. Dans ce présent travail
nous nous proposons de montrer que le résultat reste valable avec les mémes
hypotheses en supposant que ® est seulement additive. En utilisant la notion
de trace des opérateurs de rang fini nous allons montrer que les conditions
de surjectivité, additivité et préservation du spectre de surjection entrainent
les hypotheses du théoreme principal de M. omladié et P. Semrl dans [12]. De
plus ces conditions vont nous permettre d’éliminer trois des quatre éventualités
prouvées par le théoreme de M. omladi¢ et P. Semrl. Par suite, nous allons
déduire qu’une telle transformation est de la forme ®(T) = ATA~!.

Dans toute la suite nous désignons par o(T') le spectre de l'opérateur T'
et par p(T) son rayon spectral. Soient x,y € X et f € X', © ® f désigne
Popérateur défini par z ® f(y) = f(y)x. Signalons que tout opérateur de
rang 1 s’écrit sous cette forme avec z et f tous les deux non nuls, de plus cet
opérateur est idempotent de rang 1 si et seulement si f(x) = 1 voir [6] et [11].
Signalons aussi que o4(z ® f) = o(z® f) = {0; f(z)}. Nous notons par F,(X)
I’ensemble des opérateurs de rang n dans B(X) oun € N* et par F(X) I'idéal
des opérateurs de rang fini qui est aussi appelé socle de B(X) noté Soc(B(X))
et qui est linéairement engendré par les opérateurs idempotents de rang 1 voir
[5]. AnnSoc(B(X)) désigne 'annulateur du socle de B(X), c’est ’ensemble
des opérateurs T' € B(X) vérifiant TR = 0 pour tout R € Soc(B(X)).

1. PRESENTATION DES RESULTATS

Les résultats que nous allons démontrer sont les suivants :

THEOREME 1.1. Soient X un espace de Banach complexe de dimension in-
finie et ® : B(X) — B(X) une transformation additive surjective qui conserve
le spectre de surjection. Alors ou bien

i) il existe une transformation linéaire bijective bornée A : X — X telle
que ®(T) = ATA™! pour tout T € F(X), ou bien

ii) il existe une transformation linéaire bijective bornée B : X' — X telle
que ®(T) = BT*B~! pour tout T € F(X).

THEOREME 1.2. Soient X un espace de Hilbert de dimension infinie, et
® : B(X) — B(X) une transformation additive surjective qui conserve le

spectre de surjection. Alors il existe un isomorphisme linéaire borné A : X —
X tel que ®(T) = ATA™! pour tout T € B(X).
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Pour démontrer ces résultats nous allons utiliser la notion de trace. Dans
[5] B. Aupetit a défini la trace d’un opérateur 7' de rang fini qui généralise la
notion de trace classique relative aux matrices par :

Te(T) = > Am(\T),
Ao (T)

ou par définition si A € o(7T') la multiplicité de A notée m(\,T') est le rang de
la projection de Riesz P(\,T') associée a A définie par :

P\T) = L /(/\ —T)7td),
r

21

ol I' est un contour simple qui isole A du reste du spectre de T'. Signalons que
cette multiplicité coincide avec la multiplicité des valeurs propres dans le cas
des matrices.

Les propriétés de la trace que nous allons utiliser sont les suivantes (voir

) Tr(S+T) =Tr(S) + Tr(T), pour tout S, T € F(X).
) o(R) ={0,Tr(R)}, pour tout R € F;(X).
iii) Tr(aT) = aTr(T'), pour tout a € C et tout 7' € F(X).
) La fonction T'— Tr(T') est continue sur F,(X), pour tout n € N*.
) Soit f une fonction holomorphe d’un domaine D de C vers F(X). Alors
la fonction A — Tr(f(XA)) est holomorphe sur D.

Le lemme suivant est une version simple d’un résultat de B. Aupetit au
cas de B(X), voir [5, Corollaire 3.6 ].

LEMME 1.1. Soit S € B(X). Supposons que Tr(ST) = 0 pour tout T €
F(X). Alors S = 0.

Le lemme suivant est di & P. Semrl [6].

LEMME 1.2. [6, Lemme 2] Soient B,C € B(X) et A € C. Supposons que C
est un opérateur de rang fini, A\ ¢ o(B) et A € o(B+C). Alors A € o5(B+C).

LEMME 1.3. Soit A € B(X). Nous avons o5(T + A) C o4(T") pour tout
T € B(X) si et seulement si A = 0.
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Démonstration. Si A =0, il est évident que o4(T + A) C 04(T) pour tout
T € B(X). Pour I'implication réciproque, supposons que A # 0 alors il existe
x € X non nul tel que Az =y # 0. Soit a € C* tel que o & o(A) et choisissons
f e X' tel que f(z) =1et f(y) # 0. Pour T = (ax — y) ® f, nous avons
ac€o(T+A)et ago(A). Dapres le lemme 1.2 nous avons « € o4(T + A)
mais 05(T) = {0;a — f(y)}. D’ou le résultat. i

LEMME 1.4. Soit ® : B(X) — B(X) une transformation additive surjec-
tive qui conserve le spectre de surjection. Alors ® est injective.

Démonstration. Soit A € B(X) tel que ®(A) = 0. Alors o5(P(A)+P(T)) C
0s(®(T)) pour tout T' € B(X). Comme ® conserve le spectre de surjection
nous avons os(A+7T) C 05(T) pour tout T' € B(X), et le lemme 1.3 entraine
que A = 0. Donc @ est injective. |

LEMME 1.5. Soient ® : B(X) — B(X) une transformation additive sur-
jective qui conserve le spectre de surjection et R € B(X). Alors ®(R) est
un opérateur idempotent de rang 1 si et seulement si R est un opérateur
idempotent de rang 1.

Démonstration. P.Semrl a montré dans [6, pp. 147-148] quesi @ : B(X) —
B(X) est une transformation surjective qui est linéaire et conserve le spectre
de surjection, alors ® conserve les opérateurs idempotents de rang 1 dans les
deux sens. En fait dans sa démonstration il n’a utilisé que 'additivité de &,
d’ou le résultat. 1§

LEMME 1.6. Soit ® : B(X) — B(X) une transformation additive surjec-
tive qui conserve le spectre de surjection. Alors pour tout opérateur idem-
potent R de rang 1 dans B(X) et pour tout T' € B(X) ayant un spectre fini,
nous avons

Te[®(R)®(T)] = Tr(RT).

Démonstration. Fixons T' € B(X) ayant un spectre fini et R un opérateur
idempotent de rang 1. Nous avons p(T'+rR) = |r|p(£ + R) pour tout r € Q*
et d’apres les propriétés sous-harmoniques du rayon spectral ( voir [3] ) nous
avons p(T + rR) tend vers +oo lorsque |r| tend vers +oo, car p(£ + R) tend
vers p(R) lorsque |r| tend vers +o00 et p(R) # 0. Donc il existe a > p(T)
tel que, |r| > o implique p(T + rR) > p(T), ce qui montre que pour |r| >
a, o(T + rR) rencontre la composante connexe non bornée U de C — o(T).
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D’apres [5] la trace d’'un opérateur de rang 1 est égale a 1’élément non nul
dans son spectre g’il existe et a 0 dans le cas contraire. Ainsi nous obtenons
Péquivalence suivante : A € o(T + rR) NU si et seulement si A € U et 1 =
Tr[(A—=T)"'R] car (A\—T)"'R est un opérateur de rang 1 . D’apres le lemme
1.2 nous avons A € o(T + rR) NU si et seulement si A € o5(T +rR)NU.
Comme @ est Q-linéaire et conserve le spectre de surjection nous déduisons
que A € o(T+rR)NU si et seulement si A € o(P(T)+r®(R))NU. Ce qui est
équivalent & dire que A € U et 1 = Tr[(A—®(T)) ' ®(R)] puisque ®(R) est un
opérateur idempotent de rang 1. D’apres [5, Théoreme 3.1] les deux fonctions
h(A\) = Tr[(A=T)7R] et k(\) = Tr[(A — ®(T)) " '®(R)] sont holomorphes sur
U, de plus elles coincident sur 'ensemble £ = Ug.cqr: [rj>apiA € U, h(A) =
%} Dans [5, p. 66] B. Aupetit a montré que E n’est pas discret dans U ce
qui prouve, d’apres le principe d’identité, que h et k coincident sur U. Pour
IA| > p(T) = p(®(T)), développons en séries les fonctions h et k nous obtenons
P(R O(R)D(T R RT
m) S0 g

En utilisant les propriétés de la trace qu’on a cité précédemment et le fait
que Tr(®(R)) = Tr(R) et en comparant les coefficients nous déduisons que
Tr[®(R)®(T)] = Tr(RT). 1

Tr(

LEMME 1.7. Soit ® : B(X) — B(X) une transformation additive surjec-
tive qui conserve le spectre de surjection. Alors ® est 1-homogéne sur F(X).
(ie., ®(A\T) = A®(T), pour tout A € C et tout T € F(X) ).

Démonstration. Fixons T' € F(X) et A € C et soit R un opérateur idem-
potent de rang 1 dans B(X). Nous avons d’apres le lemme 1.6 et les propriétés
de la trace :

Te[(R(AT) — AD(T))®(R)] = Tr[®(\T)®(R)] — Tr[A®(T)®(R)]
= Te[@AT)®(R)] — A Te[®(T)®(R)]
= Tr(ATR) — ATx(TR)

-
Tr(TR) — ATx(TR)

S

Comme & est surjective et conserve les opérateurs idempotents de rang 1 nous
avons, quitte & remplacer ®(R) par R, que Tr[(®(N\T) — AP(T"))R] = 0 pour
tout R un opérateur idempotent de rang 1. Alors, nous avons Tr[(®(A\T) —
A®(T))S] = 0 pour tout S dans F(X). En appliquant le lemme 1.1 nous
déduisons que ®(AT) — AP(T) = 0. D’ou le résultat. I
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Preuve du théoréme 1.1. Les lemmes 1.5 et 1.7 montrent respectivement
que ® conserve les opérateurs idempotents de rang 1 et que la restriction de ®
a F(X) est 1-homogene. Ainsi nous sommes dans les hypotheses du théoréme
principal de ([12, Main theorem, Section 4, p. 250]) qui affirme que ® a l'une
des formes suivantes :

®(T) = ATA™L,  pour tout T € F(X), (1)
ou A: X — X est une application R-linéaire bornée, ou bien
®(T) = BT*B™!, pour tout T € F(X), (2)
oll B : X' — X est une application R-linéaire bornée, ou bien
Pz f)=Cz®(C~H*f, pourtout x € X et f € X/, (3)
ou C : X — X est une application anti C-linéaire bornée, ou bien
P(z® f)=Df ® (D )*Kz, pourtout z € X et f € X', (4)

ot D : X’ — X est une application anti C-linéaire bornée et K l’injection
canonique de X dans X”.

D’apres le lemme 1.7 ® est 1-homogene sur F'(X), ce qui montre que les
situations (3) et (4) ne peuvent pas avoir lieu. Par conséquent ® a 'une des
formes (1) ou (2). Tout ce qui reste & démontrer c’est que A et B sont C-
linéaires. Montrons que A est C-linéaire, c’est a dire A(Ax) = AA(x) pour
tout z € X et A € C. Por T = Az ® f € F(X) nous avons d’apres le
lemme 1.7 que A®(z ® f) = ®(\r ® f) = Adz ® f)A~L, ce qui implique que
A(z® f)A=ADx® f) c’est A dire NA(z® f)A™TA = A(\r® f) et par suite
AM(z ® f) = A(Azx ® f)(*). Choisissons z € X tel que f(z) =1 et appliquons
la relation (*) & z. Nous obtenons donc AA(z) = A(Ax). Par conséquent A est
C-linéaire. Pour montrer que B est C-linéaire nous pouvons suivre la méme
démarche faite pour A. 1

Preuve du théoréme 1.2. Etape 1. Montrons qu’ou bien ®(T') = AT A~ ou
bien ®(T) = BT*B~! pour tout opérateur 7' € B(X) ayant un spectre fini,
ouA: X — Xet B: X — X sont des isomorphismes linéaires bornés.

D’apres le théoréme 1.1 nous avons ou bien ®(T) = ATA™!, ou bien
®(T) = BT*B ! pour tout T € F(X),ou A: X - Xet B: X' — X
sont des isomorphismes linéaires bornés. Placons nous dans la situation ou
®(T) = ATA™! pour tout T € F(X) et montrons que ®(T) = ATA! pour
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tout T' € B(X) ayant un spectre fini. Soient 7" € B(X) ayant un spectre fini
et R un opérateur idempotent de rang 1. Comme & est surjective et conserve
les opérateurs idempotents de rang 1 dans les deux sens, il existe un opérateur
idempotent de rang 1, S € B(X) tel que R = ®(S) = ASA™'. Le lemme 1.6
entraine :

Tr[(®(T) — ATA™HR] = Tr(®(T)R) — Tr((ATA™Y)R)
= Tr[®(T)®(S)] — Tr[(ATA™Y)(ASA™Y))
= Tr(TS) - Tr(ATSA™Y).

Comme rang (ATSA™Y) = rang (TS) < 1 et o(ATSA™!) — {0} coincide
avec o(TS) — {0} (voir [3, Lemme 3.1.2]), nous avons Tr(ATSA™!) =
Tr(T'S). Par conséquent Tr[(®(T) — ATA™Y)R] = 0. Puisque F(X) est lin-
éairement engendré par les opérateurs idempotents de rang 1 nous déduisons
que Tr[(®(T) — ATA Y R] = 0 pour tout R € F(X). D’apres le lemme 1.1
nous avons ®(T) — ATA™ = 0. Donc ®(T) = ATA~! pour tout opérateur
T € B(X) ayant un spectre fini. De la méme maniére nous montrons que
dans la situation ott ®(T") = BT*B~! pour tout T € F(X) nous avons aussi
®(T) = BT*B~! pour tout opérateur T' € B(X) ayant un spectre fini.

Etape 2. Montons que ®(T') = AT A~! pour tout T € B(X).

D’apres I’étape 1 nous avons ou bien ®(T) = ATA™! ou bien ®(T) =
BT*B~! pour tout opérateur T € B(X) ayant un spectre fini. Pearcy et Top-
ping [16] ont montré que chaque opérateur dans B(X) (X est un espace de
Hilbert complexe de dimension infinie ) est la somme de cinq opérateurs idem-
potents et cinq opérateurs de carré nul. Comme tout opérateur idempotent ou
de carré nul est de spectre fini, nous déduisons qu’ou bien ®(7) = AT A~! pour
tout T € B(X), ou bien ®(T) = BT*B~! pour tout 7' € B(X). Comme ®
conserve le spectre de surjection, le cas ®(T) = BT*B~! pour tout T € B(X)
entraine que T est surjective si et seulement si 1™ est surjective ce qui n’est
pas vrai pour un opérateur shift. Par conséquent cette situation ne peut pas
avoir lieu. Donc ®(T') = AT A~ pour tout T € B(X). I
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