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1. Introduction et hypothèse

Pour les équations de semi-conducteur à l’état stationnaire, les paramètres
physiques comme les lois de mobilités, le terme de génération d’avalanche et
le dopage sont des sources potentielles pour l’existence de solutions multiples,
voir par exemple [6]. Ce travail est une continuation de notre résultat d’exis-
tence de solutions du système [2]





−∇ · (ε∇u) + q ni

(
e

u
UT η − e

− u
UT ρ

)
= q N dans Ω,

−∇ ·
(
µnUT e

u
UT ∇η

)
= −Q(u, η, ρ)(ηρ− 1) + g(u, η, ρ) dans Ω,

−∇ ·
(
µpUT e

− u
UT ∇ρ

)
= −Q(u, η, ρ)(ηρ− 1) + g(u, η, ρ) dans Ω,

u = ud, η = ηd, ρ = ρd sur ΓD, ν · ∇u = ν · ∇ρ = ν · ∇η = 0 sur ΓN

(1)

où ∂Ω = ΓD ∪ ΓN , ΓD ∩ ΓN = ∅ et mes(ΓD) > 0. Voir [6, 5, 3] pour la
signification physique des paramètres.

Nous apportons, ici, une contribution à l’analyse de l’unicité de solutions
du système (1) dans le cas où certains changements de conditions aux limites
se font à angles plats et en tenant compte du terme d’avalanche noté g. Sous
certaines conditions, nous démontrons que le système (1) admet une solution
unique. Dans toute la suite, nous supposons vérifiées les conditions suivantes.

– (H1) : il existe ε > 0 tel que 0 < ε ≤ ε(x) ∀x ∈ Ω. Les constantes q, ni

et UT sont positives,
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– (H2) : il existe µ, µ > 0 tels que 0 < µ ≤ µn(x), µp(x) ≤ µ ∀x ∈ Ω,
– (H3) : il existe LQ, CQ > 0 tel que pour tout (r, s, t), (r′, s′, t′) dans un

borné de R3 on a
|Q(r, s, t)−Q(r′, s′, t′)| ≤ LQ (|r − r′|+ |t− t′|+ |s− s′|) et

|Q(r, s, t)| ≤ CQ,
– (H4) : g est de la forme

g(u, η, ρ) = α(∇u)µnUT e
u

UT |∇η|+ β(∇u)µpUT e
− u

UT |∇ρ|,
où α et β sont deux fonctions positives vérifiant
– il existe Cα, Cβ > 0 tels que pour tout ζ ∈ R2, |α(ζ)| ≤ Cα, |β(ζ)| ≤

Cβ

– il existe Lα, Lβ > 0 tels que pour tout ζ1, ζ2 ∈ R2, |α(ζ1)− α(ζ2)| ≤
Lα|ζ1 − ζ2|, |β(ζ1)− β(ζ2)| ≤ Lβ|ζ1 − ζ2|.

Considérons Ω un ouvert polygonal borné connexe de R2. Nous adoptons
les notations usuelles suivantes : ‖ · ‖p et ‖ · ‖∞ représentent respectivement
la norme de Lp(Ω), p ≥ 2 et de L∞(Ω). Nous posons ‖ · ‖ = ‖ · ‖2 et 〈·, ·〉
denote le produit scalaire dans L2(Ω). Rappelons deux inégalités utiles par la
suite [4].

∀ v ∈ W 1,p
D (Ω), 1 < p < ∞ ‖v‖p ≤ b(p)|Ω|

1
2 ‖∇v‖p(2)

∀ v ∈ H1
D(Ω), ‖v‖ 2p

p−2
≤ c(p)|Ω|

1
2
− 1

p ‖∇v‖ où p > 2(3)

où W 1,p
D (Ω) = {v ∈ W 1,p(Ω), v = 0 sur ΓD} et H1

D(Ω) = {v ∈ H1(Ω), v = 0
sur ΓD}. Notons que le potentiel électrostatique u vérifie, voir [2], l’estimation
u ≤ u ≤ u où u et u sont deux constantes réelles.

2. Étude de l’unicité

Avant de présenter notre résultat d’unicité, nous commençons par exposer
quelques résultats préliminaires.

Lemme 1. Supposons satisfaites les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4).
Si (u1, η1, ρ1) et (u2, η2, ρ2) sont deux solutions faibles du système (1) alors

ε‖∇(u2 − u1)‖ ≤ q nib
2
(2)|Ω|{e

− u
UT ‖∇(ρ2 − ρ1)‖+ e

u
UT ‖∇(η2 − η1)‖}(4)

‖u1 − u2‖∞ ≤ q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|{e−
u

UT ‖∇(ρ2 − ρ1)‖+ e
u

UT ‖∇(η2 − η1)‖}(5)

où b(2) et c(3) sont les constantes données dans (2) et (3).
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Preuve. Soient (u1, η1, ρ1) et (u2, η2, ρ2) deux solutions faibles du système

(1), nous avons alors pour tout ψ ∈ H1
D(Ω) 〈ε∇uj ,∇ψ〉 = 〈q nie

− uj
UT ρj −

q nie
uj
UT ηj + q N, ψ〉 j = 1, 2.

Nous en déduisons que

〈ε∇(u1 − u2),∇ψ〉 = 〈q ni

(
e
− u1

UT ρ1 − e
− u2

UT ρ2 − e
u1
UT η1 + e

u2
UT η2

)
, ψ〉(6)

Posons ψ = (u1 − u2)/UT , en utilisant la convexité de la fonction eu et
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

‖√ε∇(u2 − u1)‖2 ≤ q ni

{
e

u
UT ‖η1 − η2‖+ e

− u
UT ‖ρ1 − ρ2‖

}
‖u1 − u2‖.

L’hypothèse (H1) et l’inégalité (2) entrâınent alors l’inégalité (4). Pour mon-
trer l’inégalité (5), nous montrons d’abord le résultat suivant.

Lemme 2. Soient ϕ ∈ H1
D(Ω) et a0 ∈ R telle que (ϕ − a0)+ ∈ H1

D(Ω). Si
h ∈ L2(Ω) est telle que

∀a ≥ a0 ‖∇(ϕ− a)+‖2 ≤
∫

Ω
h(x)(ϕ− a)+(x) dx,(7)

alors

‖ϕ‖∞ ≤ a0 + 2
4
3 c2

(3)|Ω|
1
2 ‖h‖(8)

où c(3) est la constante donnée dans (3).

Preuve. Soient ϕ ∈ H1
D(Ω), a0 ∈ R telle que (ϕ − a0)+ ∈ H1

D(Ω), soit
h ∈ L2(Ω) vérifiant (7). Pour a ≥ a0, posons Ωa = {x ∈ Ω; ϕ(x) > a}, nous
avons alors ∫

Ω
h(x)(ϕ− a)+(x) dx ≤ ‖h‖‖(ϕ− a)+‖6|Ωa| 13 .

De l’inégalité (3) avec v = (ϕ − a)+ et p = 3, l’inégalité (7), et la dernière
inégalité, nous obtenons

‖(ϕ− a)+‖6 ≤ c2
(3)|Ωa|

2
3 ‖h‖.(9)

D’autre part, pour â > a, nous avons ‖(ϕ − a)+‖6
6 ≥

∫
Ωâ

(ϕ(x) − a)6 dx ≥
(â−a)6|Ωâ|. Alors en utilisant (9), nous obtenons |Ωâ| ≤ c12

(3)‖h‖6(â−a)−6|Ωa|4.
Considérons la fonction f définie, pour tout a ≥ a0, par f(a) = |Ωa|. D’après
la dernière inégalité, f vérifie l’hypothèse du Lemme 2.9 [8], donc f(s0) = 0
avec s0 = a0 + 2

4
3 c2

(3)|Ω|
1
2 ‖h‖, d’où l’inégalité (8).
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Nous pouvons maintenant montrer l’inégalité (5). Soit c ≥ 0, prenons
ψ = ((u1 − u2 − c)/UT )+ ∈ H1

D(Ω) dans (6). La convexité de la fonction
exponentielle, comme dans la démonstration de l’inégalité (4), entrâıne

〈εUT∇ψ,∇ψ〉 ≤ 〈q ni

(
e
− u1

UT (ρ1 − ρ2)− e
u1
UT (η1 − η2)

)
, ψ〉.(10)

Il est clair, en prenant dans (10) ϕ = (u1 − u2)/UT , a0 = 0 et

h =
q ni

εUT

[
e
− u1

UT (ρ1 − ρ2)− e
u1
UT (η1 − η2)

]
,

que

‖∇(ϕ− a)+‖2 ≤
∫

Ω
h(x) (ϕ− a)+(x) dx

avec a = c/UT . Nous obtenons alors, du Lemme 2,

‖ϕ‖∞ ≤ q ni

ε UT
2

4
3 c2

(3)|Ω|
1
2 ‖e−

u1
UT (ρ1 − ρ2)− e

u1
UT (η1 − η2)‖.

L’inégalité triangulaire et l’application de l’inégalité (2) avec v = ρ1 − ρ2 et
v = η1 − η2 entrâınent (5), ce qui achève la démonstration du Lemme 1.

Lemme 3. Sous les hypothèses du Lemme 1, si (u1, η1, ρ1) et (u2, η2, ρ2)
sont deux solutions faibles du système (1) alors

µe
u

UT UT ‖∇(η1 − η2)‖ ≤
{

b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞

+µUT c(3)|Ω|
1
6

(
Lαe

u
UT ‖∇η1‖3 +Lβe

− u
UT ‖∇ρ1‖3

)}

‖∇(u1 − u2)‖+
{

µ e
u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|
[(

1 + Cαb(2)|Ω|
1
2

)
e

u
UT

×‖∇η1‖+ Cβb(2)e
− u

UT |Ω| 12 ‖∇ρ1‖
]

+ µUT Cαb(2)e
u

UT |Ω| 12

+b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞ + b2

(2)|Ω|CQ‖ρ1‖∞
}
‖∇(η1 − η2)‖

+
{

µe
− u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|
[(

1 + Cαb(2)|Ω|
1
2

)
e

u
UT

×‖∇η1‖+ Cβb(2)e
− u

UT |Ω| 12 ‖∇ρ1‖
]

+µUT Cβb(2)e
− u

UT |Ω| 12 + b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞

+ b2
(2)|Ω|CQ‖η2‖∞

}
‖∇(ρ1 − ρ2)‖

où b(2), c(3) sont les constantes définies respectivement dans (2) et (3).
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Preuve. Soit ϕ ∈ H1
D(Ω), de la deuxième équation du système (1), nous

obtenons, pour i = 1, 2, 〈µnUT e
ui
UT ∇ηi,∇ϕ〉 + 〈Q(ui, ηi, ρi)(ηiρi − 1), ϕ〉 =

〈gi, ϕ〉 avec gi = g(ui, ηi, ρi), nous en déduisons

〈µnUT (e
u1
UT ∇η1 − e

u2
UT ∇η2),∇ϕ〉

=〈Q(u2, η2, ρ2)(η2ρ2 − 1)−Q(u1, η1, ρ1)(η1ρ1 − 1), ϕ〉
+ 〈g1 − g2, ϕ〉.

(11)

Posons ϕ = η1 − η2 dans (11), nous obtenons

〈µnUT e
u2
UT ∇(η1 − η2),∇(η1 − η2)〉 = I1 + I2 + I3 + I4(12)

où

I1 =
〈
µnUT

(
e

u2
UT − e

u1
UT

)
∇η1,∇(η1 − η2)

〉
,

I2 = 〈[Q(u2, η2, ρ2)−Q(u1, η1, ρ1)] (η1ρ1 − 1), η1 − η2〉,
I3 = 〈Q(u2, η2, ρ2)(η2ρ2 − η1ρ1), η1 − η2〉 et
I4 = 〈g1 − g2, η1 − η2〉.

Il est facile de voir que I1 ≤ µe
u

UT ‖u2−u1‖∞‖∇η1‖‖∇(η1−η2)‖. Alors, d’après
(5), nous obtenons

I1 ≤ µe
u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|

×
{

e
u

UT ‖∇(η2 − η1)‖+ e
− u

UT ‖∇(ρ2 − ρ1)‖
}
‖∇η1‖ ‖∇(η1 − η2)‖.

(13)

D’après l’hypothèse (H3), I2 ≤ LQ〈(|u1 − u2| + |η1 − η2| + |ρ1 − ρ2|)(η1ρ1 −
1), η1 − η2〉. En utilisant (2), nous obtenons

I2 ≤ b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞
× (‖∇(u1 − u2)‖+ ‖∇(η1 − η2)‖+ ‖∇(ρ1 − ρ2)‖) ‖∇(η1 − η2)‖.

(14)

L’hypothèse (H3) entrâıne I3 ≤ CQ〈(η2 − η1)ρ1 + η2(ρ2 − ρ1), η1 − η2〉. Nous
déduisons de (2) que

I3 ≤ b2
(2)|Ω|CQ

× {‖ρ1‖∞‖∇(η1 − η2)‖+ ‖η2‖∞‖∇(ρ1 − ρ2)‖} ‖∇(η1 − η2)‖.
(15)



18 a. ellabib, a. nachaoui

Nous avons aussi 〈g1 − g2, η1 − η2〉 = I5 + I6 avec

I5 = 〈µnUT

(
α(∇u1)e

u1
UT |∇η1| − α(∇u2)e

u2
UT |∇η2|

)
, η1 − η2〉

I6 = 〈µpUT

(
β(∇u1)e

− u1
UT |∇ρ1| − β(∇u2)e

− u2
UT |∇ρ2|

)
, η1 − η2〉.

Le terme I5 se décompose de la façon suivante I5 = I51 + I52 + I53 où

I51 = 〈µnUT (α(∇u1)− α(∇u2)) e
u1
UT |∇η1|, η1 − η2〉,

I52 = 〈µnUT α(∇u2)
(
e

u1
UT − e

u2
UT

)
|∇η1|, η1 − η2〉,

I53 = 〈µnUT α(∇u2)e
u2
UT (|∇η1| − |∇η2|) , η1 − η2〉.

En utilisant (H2), (H4), l’inégalité de Hölder et l’inégalité (3) avec p = 3, nous
obtenons

I51 ≤ µUT Lαe
u

UT c(3)|Ω|
1
6 ‖∇(u1 − u2)‖ ‖∇η1‖3 ‖∇(η1 − η2)‖.(16)

Les hypothèses (H2) et (H4) entrâınent

I52 ≤ µCαe
u

UT ‖u1 − u2‖∞ ‖∇η1‖ ‖η1 − η2‖.

En utilisant les inégalités (2) et (5), nous obtenons

I52 ≤ µCαe
u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b
2
(2)|Ω|

3
2

·
{

e
− u

UT ‖∇(ρ2 − ρ1)‖+ e
u

UT ‖∇(η2 − η1)‖
}
‖∇η1‖ ‖∇(η1 − η2)‖.

(17)

Les hypothèses (H2), (H4) et l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz à
I53 impliquent

I53 ≤ µUT Cαe
u

UT ‖ |∇η1| − |∇η2| ‖ ‖η1 − η2‖
≤ µUT Cαe

u
UT b(2)|Ω|

1
2 ‖∇(η1 − η2)‖2.

(18)



modèles dérive-diffusion 19

La combinaison de (16), (17) et (18) nous donne

I5 ≤ µUT Lαe
u

UT c(3)|Ω|
1
6 ‖∇(u1 − u2)‖ ‖∇η1‖3 ‖∇(η1 − η2)‖

+ µUT Cαe
u

UT b(2)|Ω|
1
2 ‖∇(η1 − η2)‖2 + µe

u
UT

q ni

ε
b2
(2)c

2
(3)Cα2

4
3 |Ω| 32

·
{

e
− u

UT ‖∇(ρ2 − ρ1)‖+ e
u

UT ‖∇(η2 − η1)‖
}
‖∇η1‖ ‖∇(η1 − η2)‖.

(19)

D’une façon similaire, nous obtenons une estimation de I6. Finalement, en
introduisant les estimations (13), (14), (15), (19) et celle de I6 dans (12), en
minorant le terme de gauche de l’inégalité obtenue par

µe
u

UT UT ‖∇(η1 − η2)‖2

et en simplifiant le résultat par ‖∇(η1 − η2)‖ alors l’inégalité du Lemme 3
s’obtient en regroupant les termes en ‖∇(u1 − u2)‖, ‖∇(η1 − η2)‖ et ‖∇(ρ1 −
ρ2)‖.

Par un argument similaire appliqué à la deuxième équation de continuité,
nous obtenons aussi le résultat suivant.

Lemme 4. Sous les hypothèses du Lemme 1, si (u1, η1, ρ1) et (u2, η2, ρ2)
sont deux solutions faibles du système (1) alors

µe
− u

UT UT ‖∇(ρ1 − ρ2)‖ ≤
{

b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞ + µUT c(3)|Ω|

1
6

· (Lαe
u

UT ‖∇η1‖3 +Lβe
− u

UT ‖∇ρ1‖3)
}
‖∇(u1 − u2)‖

+
{

µe
u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|
[(

1 + Cβb(2)|Ω|
1
2

)
× e

− u
UT ‖∇ρ1‖

+ Cαb(2)e
u

UT |Ω| 12 ‖∇η1‖
]

+ µUT Cαb(2)e
u

UT |Ω| 12 + b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞

+ b2
(2)|Ω|CQ‖ρ1‖∞

}
‖∇(η1 − η2)‖+

{
µe
− u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|

·
[(

1 + Cβb(2)|Ω|
1
2

)
× e

− u
UT ‖∇ρ1‖+ Cαb(2)e

u
UT |Ω| 12 ‖∇η1‖

]

+ µUT Cβb(2)e
− u

UT |Ω| 12 + b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞+ b2

(2)|Ω|CQ‖η2‖∞
}

· ‖∇(ρ1 − ρ2)‖
où b(2), c(3) sont les constantes données respectivement dans (2) et (3).
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Théorème. Supposons satisfaites les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4).
Soient (u1, η1, ρ1) et (u2, η2, ρ2) deux solutions faibles du système (1). Nous
définissons la matrice A, d’ordre 3 dont les cœfficients aij sont définis par

a11 =
√

ε, a12 = −
q nib

2
(2)e

u
UT |Ω|

√
ε

, a13 = −
q nib

2
(2)e

− u
UT |Ω|

√
ε

,

a21 = −b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞ − µUT c(3)|Ω|

1
6 (Lαe

u
UT ‖∇η1‖3

+ Lβe
− u

UT ‖∇ρ1‖3),

a22 = µUT e
u

UT − µe
u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|
[(

1 + Cαb(2)|Ω|
1
2

)
e

u
UT ‖∇η1‖

+Cβb(2)e
− u

UT × |Ω| 12 ‖∇ρ1‖
]
− µUT Cαb(2)e

u
UT |Ω| 12

− b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞ − b2

(2)|Ω|CQ‖ρ1‖∞,

a23 = −µe
− u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|
[(

1 + Cαb(2)|Ω|
1
2

)
e

u
UT ‖∇η1‖

+ Cβb(2)e
− u

UT |Ω| 12 ‖∇ρ1‖
]
− µUT Cβb(2)e

− u
UT |Ω| 12

− b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞ − b2

(2)|Ω|CQ‖η2‖∞,

a31 = −b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞ − µUT c(3)|Ω|

1
6 (Lαe

u
UT ‖∇η1‖3

+ Lβe
− u

UT ‖∇ρ1‖3),

a32 = −µe
u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|
[(

1 + Cβb(2)|Ω|
1
2

)
e
− u

UT ‖∇ρ1‖

+ Cαb(2)e
u

UT |Ω| 12 ‖∇η1‖
]
− µUT Cαb(2)e

u
UT |Ω| 12

− b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞ − b2

(2)|Ω|CQ‖ρ1‖∞,

a33 = µUT e
− u

UT − µe
− u

UT
q ni

ε
2

4
3 c2

(3)b(2)|Ω|
[(

1 + Cβb(2)|Ω|
1
2

)
e
− u

UT ‖∇ρ1‖

+ Cαb(2)e
u

UT |Ω| 12 ‖∇η1‖
]
− µUT Cβb(2)e

− u
UT |Ω| 12

− b2
(2)|Ω|LQ‖η1ρ1 − 1‖∞ − b2

(2)|Ω|CQ‖η2‖∞.

Si la matrice A est définie positive alors u1 = u2, η1 = η2 et ρ1 = ρ2.

Preuve. On considère ζ = (‖∇(u1 − u2)‖, ‖∇(η1 − η2), ‖∇(ρ1 − ρ2)‖)T ∈
R3. En utilisant l’inégalité (4) et les Lemmes 3 et 4, on montre que (Aζ, ζ) ≤ 0
et comme A est supposée définie positive alors ζ = 0.
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Remarque. En absence de recombinaison-génération i.e. g = 0 et Q = 0,
on montre que la matrice A, définie dans le Théorème, est définie positive pour
ε suffisamment grand ou |Ω| suffisamment petit. On prouve ainsi, en utilisant
le même cadre, les résultats d’unicité obtenus par des méthodes différentes
dans [7] et [9]. Voir [3] pour plus de détails.
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