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1. INTRODUCTION ET HYPOTHESE

Pour les équations de semi-conducteur a I’état stationnaire, les parametres
physiques comme les lois de mobilités, le terme de génération d’avalanche et
le dopage sont des sources potentielles pour 'existence de solutions multiples,
voir par exemple [6]. Ce travail est une continuation de notre résultat d’exis-
tence de solutions du systéme [2]

—V - (eVu) +gqn; (eﬁn - e_ﬁp> =qN dans Q,
-V (unUTeWVn) = —Q(u,n,p)(np — 1) + g(u,m, p) dans Q,

-V (upUTe_WVp) = —Q(u,n,p)(np—1) + g(u,n,p) dans Q,

u=uqg, N="ng, p=pgsur I'p, v- Vu=v-Vp=v-Vnp=0sur I'y

ou 0N =TpUTy, IpNITy = 0 et mes(I'p) > 0. Voir [6, 5, 3] pour la
signification physique des parametres.

Nous apportons, ici, une contribution a ’analyse de 1'unicité de solutions
du systeme (1) dans le cas ou certains changements de conditions aux limites
se font a angles plats et en tenant compte du terme d’avalanche noté g. Sous
certaines conditions, nous démontrons que le systeme (1) admet une solution
unique. Dans toute la suite, nous supposons vérifiées les conditions suivantes.

— (Hy) il existe € > 0 tel que 0 < g < ¢e(z) Va € €. Les constantes g, n;

et Ur sont positives,
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— (Hg) : il existe p, 2 > 0 tels que 0 < p < (), pp(z) < VI € Q,
~ (Hs) : il existe Lg,Cg > 0 tel que pour tout (r,s,t), (', s',t') dans un
borné de R? on a
Q(r,s,t) = Q(r', s, 1) < Lo (Ir = r'[ + [t = t'[ + |s — §']) et
Q(r, s,) < Co,
— (Hy) : g est de la forme

g(u,n, p) = (V) uUre "t |Vn| + B(Vu)ppyUre U1 |Vp,

ou « et 3 sont deux fonctions positives vérifiant

— il existe Cy, Cg > 0 tels que pour tout ¢ € R?, |a(¢)] < Ca, 18(¢)] <
Cs

— il existe Ly, Lg > 0 tels que pour tout (1, (2 € R?, |a((1) — a(C)| <
Lol — G, |B(C1) = B(G2)| < LglGi — Cal-

Considérons € un ouvert polygonal borné connexe de R%. Nous adoptons
les notations usuelles suivantes : || - ||, et || - || représentent respectivement
la norme de LP(Q2), p > 2 et de L*>°(£2). Nous posons || - || = || - ||2 et (-,-)
denote le produit scalaire dans L?(Q). Rappelons deux inégalités utiles par la
suite [4].

1

(2) Vo e WEP(Q), 1< p< oo |[v]l, < byylQ2 ||V,
1_1 .

(3) Vv e Hp(Q), loll 22, < c@[2}>#[[ Vol 0w p > 2

ot WEP(Q) = {v e W'P(Q), v=0sur Tp}et HH(Q) = {ve H(Q), v=0
sur I'p}. Notons que le potentiel électrostatique u vérifie, voir [2], 'estimation
u<wu<uouu et uwsont deux constantes réelles.

2. ETUDE DE L’UNICITE

Avant de présenter notre résultat d’unicité, nous commengons par exposer
quelques résultats préliminaires.

LEMME 1. Supposons satisfaites les hypotheses (Hy), (Ha), (Hs) et (Hy).
Si (u1,m1,p1) et (uz,n2, p2) sont deux solutions faibles du systéme (1) alors

4 ellV(uz — )|l < gnibly)| Qe T ([V(p2 = p1)l| + eV7 [V (2 — m)ll}

qmn; 4 - =
(5) llur = walloo < =235 b)[ Qe 7T [V (p2 = pr)l| + e[|V (m2 = m)lI}

ott b(9) et c(3) sont les constantes données dans (2) et (3).
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Preuve. Soient (u1,n1,p1) et (uz,n2, p2) deux solutions faibles du systeme
_M
(1), nous avons alors pour tout ¢ € H5(Q) (eVu;, Vi) = (gne U1 p; —
v
gnie’rn; +qN,) j=1,2.
Nous en déduisons que

_ X2

M X1 Uz
(6) (eV(wn — ), Vo) = (qni (¢ T p1 = ¢ T po— T €T ma) L)

Posons 1 = (u; — u2)/Ur, en utilisant la convexité de la fonction e" et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

_u

IVE (s — wn) |2 < qni {e7r i —mall + €77 pr = poll } llun — s

L’hypothese (H;) et 'inégalité (2) entrainent alors l'inégalité (4). Pour mon-
trer l'inégalité (5), nous montrons d’abord le résultat suivant.

LEMME 2. Soient ¢ € H(Q) et ag € R telle que (¢ — ag)™ € HH(). Si
h € L*(Q) est telle que

(1) Vazar  |[V(e—a)t|? < / h(x)(p — a)*(a) de,
(9]

alors

(8) lilloe < a0 + 23ty |Q2|R|

oli ¢(3) est la constante donnée dans (3).

Preuve. Soient ¢ € HE(2), ap € R telle que (¢ — ag)™ € HA(R), soit
h € L*(Q) vérifiant (7). Pour a > ag, posons Q, = {z € Q; ¢(x) > a}, nous
avons alors

/ﬂh(m)(so — a)*(2) dz < [|1][|(p — a)*[l6|€l5-

De D'inégalité (3) avec v = (p —a)™ et p = 3, l'inégalité (7), et la derniere
inégalité, nous obtenons

2
(9) 1o = a)*lls < cfs)Qal312]-

D’autre part, pour @ > a, nous avons (¢ — a)*||8 > Jo, (e(x) — a)bdr >
(a—a)®]Q4|. Alors en utilisant (9), nous obtenons || < cg) |R||®(a—a) =52
Considérons la fonction f définie, pour tout a > ag, par f(a) = |]. D’apres
la derniére inégalité, f vérifie ’hypothese du Lemme 2.9 [8], donc f(sp) = 0
avec so = ag + Q%C%g)lﬂﬁ |h]|, d’ou I'inégalité (8). N
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Nous pouvons maintenant montrer l'inégalité (5). Soit ¢ > 0, prenons
Y = (w1 —ug —¢)/Ur)" € HL(Q) dans (6). La convexité de la fonction
exponentielle, comme dans la démonstration de I'inégalité (4), entraine

(10)  (UrVe, Vo) < {ani (¢ 77 (o1 = pa2) = €77 (= 1) ) ).

Il est clair, en prenant dans (10) ¢ = (u1 — u2)/Ur, ap =0 et
DT uy
h = % [e Ut (p1 — p2) — e (m —772)} ,
que

V(e —a)*|? < / h(z) (o — )t (2) de
Q

avec a = ¢/Urp. Nous obtenons alors, du Lemme 2,
Ul

_ w1 Ul
(p1 = p2) — et (m —n2)||.

qn; j4 o
< 3

L’inégalité triangulaire et I'application de 'inégalité (2) avec v = p; — p2 et
v =mn1 — 12 entrainent (5), ce qui achéve la démonstration du Lemme 1. i

LEMME 3. Sous les hypothéses du Lemme 1, si (u1,m1,p1) et (uz,n2, p2)
sont deux solutions faibles du systéme (1) alors

peTr Uz —m) | < {8190 Lallmpr — 1
FUre Q0% (Lae ™ [Vinlls +Loe 77 [ Vo ]3) }
1V (u1 — up)|| + {ueUT 11952 boy |92 [(1 + Cab@)\m%) eTr
X IV + Cabaye T 19013 Vo] + AUrCabgye s 102
) Lallmpr = Lo + by | 2UC0l o1l IV 0r = 1)
+ {ue vr 4 "2%(;%3)1)(2)@\ [(1 + Cubay |92 ) vr
X IV | + Cabaye” 77 1913 V]
FRUTCbaye U7 (9] + 0y 9] Lollmpr — 1
+ 8y 01Calmlx b IV (o1 = po)

ott b(9), ¢(3) sont les constantes définies respectivement dans (2) et (3).
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Preuve. Soit ¢ € Hp(Q), de la deuxieéme équation du systeme (1), nous

obtenons, pour i = 1,2, <,unUTeUT Vi, Vo) + (Qui,mi, pi)(mipi — 1), ) =
(gi, ) avec g; = g(u;,ni, pi), nous en déduisons

{(nUr(eUr Vi — eV Vi), Vo)
(11) =(Q(u2,m2, p2)(n2p2 — 1) — Q(u1,m1, p1)(mp1 — 1), )
+ {91 — 92, %)

Posons ¢ = n; — 12 dans (11), nous obtenons

uz
(12) (nUrer N (ny —m2),V(m —m2)) =L+ L+ 13+ 14

ou

I = <,u UT< v —eUT>V771,V( 772)>,

IQ <[Q(u2>7727 PQ) - Q(u17 771);01)] (77101 - 1)7 m — 772>7
I3 = (Q(u2,m2, p2)(n2p2 — M1p1), M — n2) et
= (91 — g2, — M2)-

11 est facile de voir que I; < He# lluz —u1 ool V|||V (71 —m2)]|- Alors, d’apres
(5), nous obtenons

L gn; 4
as e 2icfyba) |9

x e |V = m)ll + € T 9 o2 = p0) I} IVl IV = o)l

“g \

D’apres Phypothese (Hz), Io < Lo((Jur — w2l + m — n2l + |pr — pal) (mp1 —
1),m — n2). En utilisant (2), nous obtenons

I < b%z)|Q|LQ||771P1 — 1l
X ([V(ur —u2)|| + V(1 —m2) || + IV (p1 — p2)[) V(1 —n2) |-

L’hypotheése (Hs) entraine Is < Cgo((n2 — n1)p1 + n2(p2 — p1),m — n2). Nous
déduisons de (2) que

(14)

I3 < b |Q‘CQ
X {1l [V (m = n2) || + [m2lloc IV (o1 = p2) [} [V (1 = n2)|-
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Nous avons aussi (g1 — g2, 1 — n2) = I5 + Ig avec

M1 2
Is = (jaUr (a(Vur)eTr [Vin| = a(Vuz)e ™ [Vina| ) .y = 12)

_uy _ g
Is = (upUr <ﬂ(VU1)€ ur |Vp1| — B(Vug)e Ur \Vp2|> 11— 1M2)-
Le terme I5 se décompose de la fagon suivante Is = I51 + I52 + I53 ou

ul
Is1 = (unUr (a(Vur) — a(Vuz)) eV [V |, m — n2),
U1 U2
Isy = (unUra(Vuz) (eUT - 6UT> IVl m — n2),

u
I53 = (unUra(Vuz)e"r (|Vni| — [Vnz|) ,m — n2).

En utilisant (Hz), (H4), 'inégalité de Holder et I'inégalité (3) avec p = 3, nous
obtenons

_ o 1
(16)  Is1 < pUrLaeUr |6 ||V (ur — u)|| [V lls [V (1 — n2) |-

Les hypotheses (Hz) et (H4) entrainent

_u

Iz < Cae " [lur — usloo [Vl lm = n2|l-

En utilisant les inégalités (2) et (5), nous obtenons

4

Iso < ﬁC'cﬁ% qni% (2)\Q|
g
(17) : .
AT IV (o2 = o)l + €7V G = )l IV 90— 2)

Les hypotheses (Hz), (Hy) et I'application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz a
I53 impliquent

‘:\

a8) Is3 < UrCoelr || V1| — [Vna| || |91 — n2||

g

< T Cae7r bia) |02V (1 — mo)|%
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La combinaison de (16), (17) et (18) nous donne
I < iU Lae 77 ¢(3) Q5 |V (u1 = u2) | | Vini I3 IV (=)
(19) + FUTCa 71 by |2 [V (1 — mo) || + fielr —b@) 1Ca23]92

ATV (2 = )l + €T IV G = )l } I m IV (1 = )

D’une fagon similaire, nous obtenons une estimation de Ig. Finalement, en
introduisant les estimations (13), (14), (15), (19) et celle de Is dans (12), en
minorant le terme de gauche de I'inégalité obtenue par

pe?T Ur ||V (m —m2)|?

et en simplifiant le résultat par ||V (n; — n2)| alors l'inégalité du Lemme 3
s’obtient en regroupant les termes en ||V (u; —u2)||, [|V(n1 —n2)| et [|[V(p1 —

p2)ll- 1

Par un argument similaire appliqué a la deuxieme équation de continuité,
nous obtenons aussi le résultat suivant.

LEMME 4. Sous les hypothéses du Lemme 1, si (u1,m1,p1) et (uz, 2, p2)
sont deux solutions faibles du systéme (1) alors

_u 1
e U UV (o1 — p)l < {0y 9 Lallmpr — 1o + AUTC 1

(Lae™r Vmnlls +Lae” 75 [Vpills) } 19 = w)]

qn; 4 1 _u
23| | (1+ Caba Q13 ) x ¢ 77 [V

+ {,uel}lT

u

+ CabeTr [Q1F Vil + BUTCabiaye™r 9% + 1) |01 Lo lnip1 — 1]

qng 4
- 23 C%B)b(2)|ﬂ‘

+b%2>rchleuoo}uv<m 772)H+{ ¢

[(1+ Cob[912) x €T IV pu ]| + Cabiaye 7 1942t
S 1
+ AUrCabye” 7T QF + 1) [0 Lallmpr — 1loct b%2)|9|cg||n2||oo}

IV (p1 = p2)ll

ol by), c(3) sont les constantes données respectivement dans (2) et (3).
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THEOREME. Supposons satisfaites les hypothéses (Hy ), (Hz), (Hs) et (Hy).
Soient (u1,n1,p1) et (uz,n2, p2) deux solutions faibles du systéme (1). Nous
définissons la matrice A, d’ordre 3 dont les ceefficients a;; sont définis par

2 T 2 T
qnibg, et [Q] qnibiye UT|Q|
air = +/g, a12=—#, a3 = — ) ;

VE VE
1 U
ag = =iy |Q/Lolmpr = o — EUTes)|Q5 (Laer [ Vil

+ Lge U1 |[Vpills),
qgn; 4 1\ X
=23 ¢ipbe) | [(1+ Cab)|21% ) 77 |[7m|

22 = HUTB% —ﬁeﬁ
+Cabaye T x Q13 [Vpill| = BUrCabaye¥r 0]}
— by [QULgllmp1 — 1loo — b7 |2/ Collp1]loo,
qng 4 1\ &
B 23¢(3)biz) | [(1 + Cab@)\QIZ) evr [V ||

ag3 = —pe Ut
+ Cabye 7 (943 Vprl]| — AUPrCabezye r |0
— 032 Lalimpr — Llse — By [21Cq In2 oo

as1 = —b%) [ Lallmpr — Llse — FUTC(3) |28 (LaeTr | Vi l3
+ Lye” U |V pulls),

=125y b |9 [ (14 Caba) |92 ) e 7r [V

asy = —ﬁff% 1
+ CabyeTr Q13 [Vnn ]| = BUTCabpzye™r |02
— by |9/ Llmpr — 1Hoo — by 12/ Cqllp1 ]l o,
4 1\ %
230(3>b(2)|9\ [(1+ Cab)lf) € 77 |9

azz = pUre W—ﬁe or 4

+ Cabz) ”ﬂmﬂvmﬂ U Cabaye” 77 |03
- b?zﬂﬂ\LQHmpl ~ oo — by 12U Cq 72 -

Si la matrice A est définie positive alors uy = ua, 171 = 12 €t p1 = pa.

Preuve. On considere ¢ = (||V(u1 —u2)|, [V (m = m2), [ V(o1 — p2) )" €
R3. En utilisant I'inégalité (4) et les Lemmes 3 et 4, on montre que (A¢,¢) <0
et comme A est supposée définie positive alors ( = 0. |
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Remarque. En absence de recombinaison-génération i.e. g = 0 et @ = 0,

on montre que la matrice A, définie dans le Théoreme, est définie positive pour
¢ suffisamment grand ou || suffisamment petit. On prouve ainsi, en utilisant
le méme cadre, les résultats d’unicité obtenus par des méthodes différentes
dans [7] et [9]. Voir [3] pour plus de détails.
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