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1. INTRODUCCION

En la solucién de muchos problemas de Control Automaético y otras aplica-
ciones se usan como modelos sistemas dindmicos lineales, los cuales contienen
pardmetros con incertidumbre, es decir, que sobre ellos se tiene informacién
incompleta. La incertidumbre surge cuando el modelo “real”’es aproximado
mediante un modelo menos complejo pero accesible a la investigaciéon. Apare-
ce asi la necesidad de fijar un modelo como nominal, de manera que el modelo
“real”represente una perturbacién de aquel.

Para las aplicaciones es importante asegurar la estabilidad asintética no
s6lo del modelo nominal sino también de sus perturbaciones. Surge asi, de
manera natural, el problema de buscar la cota mixima r > 0 tal que la
estabilidad se conserve para todas las perturbaciones de norma estrictamente
menor que r en un espacio dado de perturbaciones. Esta cota maxima es
llamada radio de estabilidad. El problema sobre la busqueda del radio de
estabilidad resulta equivalente al problema de hallar el minimo de las normas
de las perturbaciones desestabilizadoras.

El concepto de radio de estabilidad fue introducido en los trabajos [6], [7]
por los autores D. Hinrichsen y A.J. Pritchard. Alli se da este concepto para
una matriz A estable sometida a distintas clases de perturbaciones.

Resultados bastante completos han sido obtenidos en los 1ltimos anos para
el calculo del radio de estabilidad en el caso de perturbaciones complejas y
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también reales no dependientes del tiempo. El cadlculo del radio de estabilidad
para perturbaciones dependientes del tiempo presenta mayores dificultades,
y aunque hay resultados al respecto todavia desde el punto de vista practico
no resuelven completamente el problema. En el presente trabajo se investiga
este radio en el caso de sistemas bidimensionales. Pasemos al planteamiento
del problema.

Sea & = Ax el sistema nominal, donde la matriz A es estable segin Hur-
witz, lo cual significa que el sistema es asintéticamente estable (a.e.); es decir,
ReX < 0 para todo A € g(A), og(A) es el espectro de A. Sean dadas las ma-
trices BE R, B#£0yC e N2, C #0,1,q € {1,2}. Consideremos los
siguientes sistemas perturbados:

Sac: i =[A4 BAC]z, AeR™Y,
Sa@ &= [A+BA®Clz, A()=(0()); 10 € LT <§R+, R Q) .

Se toma como norma de la perturbacién en cada caso:

[A]l = y/tr(ATA),
[A() oo = ess sup |A#)]].
teRL

Siguiendo [6], [7] definamos los siguientes conceptos de radio de estabilidad:

DEFINICION 1.1. Llamaremos radio de estabilidad real de la matriz A para
perturbaciones lineales de estructura (B,C) no dependientes del tiempo al
ndmero:

rn(A,B,C) = inf{||Al| : A € R, ¢(A+ BAC) N Cy # 0},
donde Cy ={X € C': ReX > 0}.

DEFINICION 1.2. Llamaremos radio de estabilidad real de la matriz A pa-
ra perturbaciones lineales de estructura (B,C) dependientes del tiempo al
ndmero:

ria(A,B,C) = mf{|A() oo : A(-) € L™ (5&+,§Rlxq) y Sag 10 s a.e.}.

Notemos que, a diferencia del trabajo [6], aqui se toma como norma de ma-
trices la norma de Frobenius || - || en lugar de una norma operacional.
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En el trabajo [8] se expone un método general para el cdlculo del niimero
ra(A,B,C), (A,B,C) € ™™ x R x R tomando como norma de
una matriz su mayor valor singular. Sin embargo, no conocemos un método
general para el cdlculo de rg_%’t(A, B, (). Resultados interesantes relativos a
este problema se encuentran en [2], [3] y [5].

El radio de estabilidad rg ,(A, B,C) para los trios (A, B,C) € (§R2X2)3
se aborda en el trabajo [3], donde se argumenta un método para su célculo,
basado en el analisis de la estabilidad de los sistemas extremales de Barabanov
dependientes de un pardmetro r asociado al trio. Sin embargo, alli no se dan
las expresiones explicitas de los sistemas extremales, por lo que no se puede
realizar el andlisis general de la estabilidad de éstos. En el presente trabajo
se da respuesta a esas interrogantes, lo que permite desarrollar un método
general y efectivo para la determinacion del radio de estabilidad.

El trabajo se organiza del siguiente modo. En la préxima seccién se fun-
damenta la reduccion de los trios (A, B, C) considerados en el trabajo al caso
en que estas tres matrices son cuadradas de orden 2. En la seccién 3 se ex-
pone una férmula para el calculo del radio de estabilidad no dependiente del
tiempo ry (A, B,C). En la seccién 4 se expone un resultado que relaciona el
radio de estabilidad buscado rg ,(A, B, C) con dos familias monoparamétricas
de sistemas homogéneos de ecuaciones diferenciales a los que se ha dado el
nombre de sistemas extremales de Barabdnov y se obtienen las expresiones de
estos sistemas de manera explicita en términos de los datos. La seccién 5 esta
dedicada al problema de la determinacién de los valores r € (0,74 (A, B,C))
para los cuales ambos sistemas auxiliares de Barabanov son asintéticamente
estables. Estos resultados se emplean para fundamentar en la seccién 6 el
teorema principal de este trabajo, el que da un método algoritmico para el
célculo del radio de estabilidad buscado. Por tltimo, en la seccién 7 se pre-
senta un ejemplo, donde se aplica el método obtenido al cdlculo del radio de
estabilidad r%yt(A, B, C) para un trio (A, B, C) concreto.

2. REDUCCION AL CASO (A, B,C) € (R2*2)*

Para las perturbaciones P = BAC, B € R2*!, C ¢ R?*?, 1,q € {1,2}, se
consideran las siguientes posibilidades:

@)l=1q¢=1 (b)l=14¢=2 ()l=2q¢=1 (d)Ii=2¢=2
A cada par (B, C) correspondiente a los casos (a), (b) y (c) asociemos un
par (B, C) correspondiente al caso (d):
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(a) B= (B 0),5:(%), (b) B= (B 0),C=c,

() B=B, 0= <§>

A las matrices A, cuyas formas respectivas son:

0
A=36, A= (0, b)), A= ( ”>,

d91
X d11 512)
A= .
<521 22
Entonces, un simple célculo muestra que en todos los casos se cumple la
igualdad P = BAC = BAC. Todo lo expuesto justifica que en lo que sigue

s6lo consideremos los trios (A, B, C) € (§R2X2)3, pues de las definiciones 1.1 y
1.2 y la igualdad anterior se deduce directamente que

asociemos la matriz

ra(4,B,C) =ry(4, B, C),
rp (4, B,C) =1y (A, B,C),

3. EXPRESIONES PARA 7 (A, B,C)

Es evidente que de las definiciones 1.1 y 1.2 se tiene ry ,(A,B,C) <
ra(A,B,C). El ntimero ry(A,B,C), quien juega un importante papel en
este trabajo, fue calculado en [3], donde se demuestra el siguiente resultado:

TEOREMA 3.1. Para cada (A,B,C) € (§R2X2)3, donde A es una matriz
estable, B # 0, C' # 0, el niimero rg (A, B, C) es el menor de los niimeros

(A.B.C) + 00 si CB =0,

T 7 b = j—

! —tr A(|CB|)™" si CB#£0,
(+ o0 si det(BC) =0, E =0,
det A(||E]) si det(BC) #0, E #0,

TZ(AaBaC) =

I~ IB — 1de B

L V2| det(BO)]

si det(BC) # 0,
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donde

ET — CD, D= <_ det(A*Qa B*l) _det(A*Q, B,(Q))

det (A, Ba)  det(Au, Ba)

y (A*i, B*j) denota a la matriz cuadrada de segundo orden cuyas primera y
segunda columnas son la i -ésima columna de la matriz A y la j -ésima columna
de la matriz B, respectivamente.

4. SISTEMAS EXTREMALES DE BARABANOV

Sea (A, B,C) € (§R2X2)3, A matriz estable, B y C matrices no nulas. Para
cada r € (0, r (A4, B,C)) y cada z = (z1,22) € R? definamos los conjuntos
de puntos de R?

Fo(z) = {[A+ BAClz : A € R¥2, |A[| < rl, 1
Er(z) = {f = (f1. fo)' € Fr(2) : maf1 — z1f2 < 0}, 2
F(z) ={

(1)
f (2)
f=(fi,f2)" € Fo(x) : mafi — a1 fa >0}, (3)
Df ={zeR?: mofi —m1fa <0, f = (f1,f2)" € Fr(2)}, (4)
Dy ={z e R’ : aafi —m1fo >0, f = (f1,f2)" € F(z)}, (5)

y consideremos sobre las regiones D" y D, los sistemas de ecuaciones dife-
renciales

donde las aplicaciones f,"(z) y f, (z) se dan por las expresiones

fH(z) = arg max LD (8)
rer @) If
i (f, z)
x) = arg max . 9
Jy(w) = arg max o ©)

Notemos que los problemas extremales (8) y (9) poseen solucién, ya que
si se cambian los conjuntos F."(z) y F, (z) por sus clausuras por razones de
compacidad del conjunto restriccion y continuidad de la funcién objetivo existe
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solucién, pero ésta, por el significado de la funcién objetivo, no se alcanza en
los puntos que se anaden para obtener la frontera.

Los sistemas (6) y (7) son precisamente los sistemas extremales de Ba-
rabanov asociados al trio (A, B,C) introducidos en el trabajo [3], donde se
demuestra a partir del Teorema de Barabanov [1] el siguiente resultado:

TEOREMA 4.1. Para cada (A,B,C) € (§R2X2)3, donde A es una matriz
estable, B # 0, C # 0, se tiene que

Ty, (A, B, C) = inf{r € (0,73 (A4, B,C) :
uno de los sistemas (6) 6 (7) no es a.e.}.

En lo que sigue los simbolos M;,, M,; y m;; denotardn respectivamente la
i-ésima fila, la i-ésima columna y el ij-ésimo elemento de la matriz M.

Pasemos a determinar las expresiones explicitas de los sistemas extremales
de Barabanov. Haremos los cilculos para el caso det B # 0, C14 # 0, aunque
es posible verificar sin mayores dificultades que las expresiones obtenidas son
validas en general.

Seanz € R%, 2 #£0,r € (0,75 (A,B,C)). De la expresién (1) se tiene que
si f = (f1, f2) € F(z), entonces

f1 = A + (b11011 + b12621) Cra + (b11612 + b12022) Coper, (10)
f2 = Ao + (b21011 + b22021) Cra + (b21612 + baadaz) Coyr. (11)
La funcién auxiliar de Lagrange de los problemas (8) y (9) es
fiz1 + foxo

VIT+ 13

Si en el punto (411,012, d21, d22) se alcanza el extremo, entonces existen niime-
ros Ag y A, no nulos simultdneamente, de manera que se satisfacen las condi-
ciones (a) - (¢):

L(611, 612, 621, 622) = Ao + (67, + 075 + 051 + 639 — 1%).

Cx —
(& é%mif}§)§§f2) (ba1f1 — bi1fa) +2Xd11 = 0,

Coxx(zo f1 — 1 f2)
Ao (ba1 f1 — bi1fa) +2X012 = 0,
(F2+52)°"

Cux(zofi — x1 f2)
Ao (baaf1 — biafa) + 221 = 0,
(F2+52)°"

Coy —
L Ao =2 (‘/Ef(;if}%)ﬁéh) (baa f1 — b12.f2) + 2Ad22 = 0,

(12)




RADIO DE ESTABILIDAD REAL DE SISTEMAS 537

(b) A(67; + 675 + 05y + 635 — 17) = 0,
(C) AUSO, )\20
Veamos que A\g # 0. En efecto, si \g = 0 entonces segiin (12) es A = 0,

y si este punto fuese solucién del problema extremal entonces la derivada de
(f, z)/||f|l respecto a cada d;;, i,j = 1,2, en A = 0 serfa nula, de donde

bar b1\ [Anz b1 —bit 4
el {L‘ el 0’
by —bi2 ) \ Az b —bi2

y ello no es posible, ya que det A det B # 0. Tampoco puede ser A = 0, pues
entonces de (12) se deduce que

bor —bu\ [f1) _ 0

bye —bia) \ fo ’
perodet B#0,y f = (A+BAC)z #0, pues ||A|| <ryre(0,r;(4,B,C)).
Luego, podemos suponer que A\g < 0 y A > 0, y asi segin b) la matriz A
que proporciona el extremo de cualquiera de los problemas (8), (9) satisface
la igualdad

2
AP =" 6F = (13)
i,j=1
Por otra parte, del sistema (12) se obtiene directamente que

Co,x Co,x
= = = — T 8o, 14
012 . 011, 022 Ot 021 (14)

Mediante calculo resulta que

ba1 fi — birfo = Arxzbor — Ag,zbyy — det B(Chzdar + Couxdan),
bao f1 — biafo = A1xzbor — Agyxbio + det B(Chuzdng + Coxzdia),

y poniendo estas expresiones en la primera y la tercera ecuacién de (12) ob-
tenemos el sistema

A511 — ,6(:13)521 + 71(33) = 0, (15)
0

5(:}5)511 + A(521 + 72(:13) =

3
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siendo
(01*55)2 + (CQ*.'L')2
= B
B(z) Croz det B,
’)’Z(.T) = by A1z — bjAg, i=1,2, (16)

Rt
© MoCuz(zafi — z1f2)

De esta expresién para A, teniendo en cuenta que Ag < 0, A > 0 y ademds que
x9f1 — x1fa < 0 para el problema (8) y que z9f; — 21 f2 > 0 para el problema
(9), se tiene para el problema (8) sign A = sign Cy,x y para el problema (9)
sign A = —sign C,x.

La solucién del sistema (15) es

5= Mm@ +B@)p(@) o Blz)yi(z) — Ayp(z) 17
WETTTRE R 0 M T e )

Sustituyendo las expresiones (17) obtenidas para d11 y d91 en la restriccién
(13), teniendo en cuenta (14) y despejando A se obtiene que para el problema
(8) es

ez

A
rClex

V@) = r2[Ca|? det? B, (18)

_ [(m(z)
() = (72(33)) :

Para el problema (9) la expresién de A sélo se diferencia de (18) en que
tiene signo contrario.

donde

Poniendo en (17) la expresién obtenida para A se encuentra que para el
problema (8) es

Clx
011 = _m |:7‘2’)’2($)||C$H det B
(19)
+rv (l‘)\/ny(:v)H2 — 72|/ Cx||2 det? B] ,
Cl.x
do1 = m [TQ'yl(:E)HC'mH det B
(20)

— ra(@)\/ (@) = r2]|Cx|? det? B],
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mientras que para el problema (9) las expresiones de 11 y d21 se diferencian
de las anteriores inicamente en el signo del segundo término.

Notemos que hemos obtenido para cada problema extremal un dnico A
que satisface la condicién necesaria, y como aquellos tienen solucién la matriz
hallada A es precisamente la solucién del problema.

Si se introducen en (10) y (11) las expresiones (14), (19) y (20) se obtienen
finalmente para el vector f,'(z) las siguientes expresiones explicitas de sus
componentes:

Czx
i (2) = Az — M [rBi*'y(m)\/||fy(:v)H2 —72||Cz|? det’* B
(21)
+ 12 Ajyz||Cz|| det? B], i=1,2.
Por su parte, las componentes de f,”(z) son
_ Czx
fir (@) = Az + M [er(m)\/ Iy(z)||2 — 72||Cz||? det? B
(22)

— r? Az ||Cx|| det? B], i=1,2.

Las funciones definidas por las expresiones (21) y (22) tienen sentido sobre
todos los puntos del plano y no solamente sobre las regiones donde fueron
definidos los sistemas auxiliares de Barabanov. Teniendo en cuenta que los
sistemas extremales encontrados son de la forma # = (A4 + BAC)z, donde
1Al <7, r € (0,r5(A,B,C)), es facil ver que el Teorema 4.1 sigue siendo
véalido si ambos sistemas auxiliares de Barabanov se consideran definidos sobre
todo el plano y sus partes derechas se dan a partir de las expresiones (21) y
(22).

5. CONDICIONES DE ESTABILIDAD ASINTOTICA DE
LOS SISTEMAS EXTREMALES

Ya hemos visto en la seccién anterior la relacién entre el radio de esta-
bilidad buscado y la estabilidad de los sistemas extremales de Barabanov.
Pasamos a determinar los valores de r € (0,7 (A, B, C)) para los cuales tales
sistemas son a.e.

Como consecuencia de un teorema demostrado en [4] se deduce el siguiente
resultado:
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TEOREMA 5.1. Sea

{561 = fi(z1,72) (23)

Ty = fo(w1,32),

un sistema cuya parte derecha es una funcién definida y continua en todo el
plano, y ademds homogénea; es decir, f(Ax) = Af(x) para cada X\ € R y cada
x. Entonces, el sistema (23) es asintéticamente estable si y sélo si se cumplen
las siguientes condiciones:

(1) f(z) ¢ {0x: 0 >0}, siz#0,
(ii) si para todo ¢ € R es

fa(cos ¢, sin ) cos ¢ — f1(cos ¢, sing) sinp > 0, (24)

entonces

dp <0,  (25)

/27T f1(cos ¢, sin ) cos @ + fa(cos @, sin ) sin
o |fa(cos p,sing) cos o — fi(cos ¢, sin @) sin |

(iii) condicién andloga a la (ii) pero cambiando en (24) el signo > por <.

En lo que sigue se investiga el cumplimiento de las condiciones del Teorema
5.1 para los sistemas # = f,F(z) y # = f, () cuando el pardmetro r varia
en el intervalo (0,ry (A, B,C)). Las demostraciones se realizan en todos los
casos solo para el sistema & = f,"(x), siendo completamente andlogas para el
otro.

LEMA 5.2. Sear € (0,73(A, B,C)), z € R?, z # 0. Entonces
fif (@), f7(x) ¢ {6z : 6> 0}.

Demostracion. Se tiene que f, (1) = (A + BAC)z para algtin A € R2*2,
Al <7,y como r < ry (A, B,C) la matriz A+ BAC es estable, de donde se
deduce de manera inmediata la afirmacién del Lema. 1

El Lema 5.2 afirma que ambos sistemas extremales de Barabanov satisfacen
la condicién (i) del Teorema 5.1 para cada r € (0,74 (A, B, C)). Pasemos ahora
a investigar el cumplimiento por parte de estos sistemas de las condiciones (ii)
y (iii) del referido teorema. El resultado correspondiente lo da el siguiente
lema, en cuyo enunciado hacemos uso de las funciones

g;"l—(k) = f2+1"(k7 1)k - fltﬂ(ka 1)7

~ _ _ (26)
9r (k) = f2r(k7 1)k - flr(k7 1)7



RADIO DE ESTABILIDAD REAL DE SISTEMAS 541

y los niimeros
rd (A, B,C) =inf{r > 0: f;7(1,0) >0, g (k) >0 Vk € R},

(27)
ry (A, B,C) =inf{r >0: f;(1,0) <0, g, (k) <0 Vk € R}.

LEMA 5.3. El sistema & = f,"(z) satisface la condicién (iii) del Teorema
5.1 para todo r € (0,75 (A, B,C)). Para cada r € (O,T(']"(A,B,C)] el sistema
# = fY(z) cumple con la condicién (ii) del Teorema 5.1, mientras que si
r € (r(']"(A, B,C), ry(A,B,C)) el sistema cumple la condicién (ii) si y sélo si

+oo £+
I't(r)= /_oo %dk <0. (28)

Por su parte, el sistema © = f; (z) satisface la condicién (ii) del Teorema
5.1 para todo r € (0,75 (A, B,C)). Para cada r € (0,7, (A, B,C)] el sistema
& = f, () cumple la condicién (iii) del Teorema 5.1; en tanto que si r €
(rg (A,B,C), ry (A, B, C)) la condicién (iii) se satisface si y sélo si

—oy [ far (k1)
1 (r)—/_oo o (F) dk > 0.

Demostracion. Si se introduce la nueva variable k = cos ¢/ sing en las
desigualdades (24) y (25), y en esta ultima se realizan algunos calculos, final-
mente se obtiene que (24) es equivalente a la desigualdad

f5(1,0) >0, ¢ (k)>0 paracadak€R, (29)

y (25) es equivalente a la desigualdad (28).

Sea r € (0,74 (A, B,C)]. Entonces, de la definicién (27) se tiene que no se
cumple alguna de las desigualdades (29) y asi tiene lugar la condicién (ii) del
Teorema 5.1.

Sea ahora r € (r{ (A, B,C), rn(A,B,C)). Veamos que se cumplen las
desigualdades (29). Segin la definicién de r§ (4, B,C) existe 7 < r tal que
f3.(1,0) > 0, g (k) > 0 para cada k € R, mientras que F, (z) C F'(z);
asi, segin definicién (8) del vector f,F(z), se tiene que el 4ngulo que el mismo
cierra con el vector = es menor que el dngulo que cierra el vector f.(z) con
el propio vector z. De esta forma, si fuese f, (1,0) = 0 é g (k) = 0 para
algin k € R, entonces f,7(1,0) = 6(1,0) 6 f,F(k,1) = 0(k,1) con 6 > 0.
Sin embargo, de acuerdo al Lema 5.2 esto tltimo no es posible. Luego, la
condicién (ii) del Teorema 5.1 se cumple si y s6lo si tiene lugar la desigualdad

(28). 1
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El siguiente resultado, que es consecuencia directa del Teorema 5.1 y los
Lemas 5.2 y 5.3, resume las condiciones de estabilidad de los sistemas & =
fi7(z) y & = f7(z) cuando el pardmetro r € (0, rg (A, B,C)).

TEOREMA 5.4. Sea (A,B,C) € (§R2X2)3, A matriz estable, B # 0, C #
0. Entonces, para un valor r € (0, 1z (A, B,C)) el sistema & = f,f(z) es
asintdticamente estable si y sélo sir < rj (A, B,C) 6 I'*(r) < 0; mientras que
el sistema & = f, (x) es asintticamente estable si y sélo sir < ry(A,B,C) ¢
I=(r)>0.

Segtin este teorema, el sistema & = £, (z) es a.e. para cadar <rj (4, B,C).
Los dos préximos lemas aclaran lo que puede suceder para r € (7"6" (A, B,C),
ra(A, B, C)). Segin éstos, la estabilidad del sistema se mantiene para valores
de r en una vecindad derecha de r(')" (A, B,C) y sir es el menor valor del inter-
valo (ry (A, B,C), re (A, B,C)) para el cual el sistema es inestable, entonces
It (r) = 0. Resultados andlogos se cumplen para el otro sistema extremal.

LEMA 5.5. Sea (A,B,C) € (§R2X2)3, A matriz estable, B # 0, C # 0,
tal que r§ (A, B,C) < r5 (A, B,C). Entonces el correspondiente sistema & =
f,;7(z) es asintdticamente estable si T > ry (A, B,C) y r esta suficientemente
préximo a ry (A, B,C). Andlogamente, si r > ry (A, B,C), ry (A, B,C) <
ra(A,B,C) y r estd suficientemente préximo al niimero ry (A, B,C), el co-

rrespondiente sistema & = f, (z) es asintéticamente estable.

Demostracion. Sea r € (rg (A, B,C), ry(A,B,C)). Entonces, segtin la
definicién (27) y el Lema 5.3 se cumple que

(i) existe un unico nimero kg € RN tal que g:%r ko) =0,

(
(A,B,C)
(i) g (k) > 0 para cada k € R.

Counsideremos los sistemas de ecuaciones diferenciales

R
&=Lk o) (30)
= f,"(z). (31)
Sea [ la recta de pendiente kg que pasa por el origen de coordenadas, y
sea xg € [ tal que ||zo|| = 1. De (i) se tiene que la trayectoria del sistema

(30) que pasa por z coincide con el rayo que pasa por xg partiendo del origen
y el movimiento sobre éste se produce hacia el origen, segin se deduce del
Lema 5.2.



RADIO DE ESTABILIDAD REAL DE SISTEMAS 543

Sea z,(t) la solucién de (31) que cumple z,(0) = z¢. Luego, de la condicién
(ii) es facil ver que existe un 7 > 0 tal que z,(7) € [. Tomemos el 7 minimal
para el cual se cumple esta inclusién.

De la continuidad de las soluciones del sistema (31) respecto al pardmetro
r > rf (A, B, C) queda claro que z,(1) = 0sir — rj (4, B,C), y asi |z,.(7)| <
1 si r es suficientemente pequeno, pero entonces la solucion z,(7) — 0 cuando
t — 400, y por la homogeneidad del sistema lo mismo ocurre con todas las
soluciones del sistema (31); es decir, ese sistema es a.e. 1

LEMA 5.6. La funciénr — I (r), parar € (r{ (4, B,C), rs (A, B,C)), es
mondtona creciente; mientras que la funcién r — I~ (r), sir € (ry (4, B,C),
rw (A, B,C)), es monétona decreciente.

Demostracion. Es consecuencia de la monotonia creciente respecto a r de
la funcién integrando r — fo"(k,1)/g;" (k), ya que
k
C

c(h \/nv(k,l)ntr?
i) EO

or \' g5 (k) k))

6. RESULTADO FUNDAMENTAL

2
det’ B

Los resultados de las secciones anteriores fundamentan el resultado prin-
cipal de este trabajo, que expondremos a continuacién. Este teorema brinda
un algoritmo para el cdlculo del radio de estabilidad buscado cualquiera sea el
trio (A, B, C), ya que cada una de las expresiones que aparecen en el teorema
puede ser calculada en términos del trio y del pardmetro 7.

Definamos los niimeros

f g (4,8,0)¢ (0, ry (A, B,C)).
r(A, B, C) si 0
r+(A,B,C) = dim  T7(r) <0, (32)
riry (A,B,C)
(raiz de I (r) = 0 en cualquier otro caso,
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y
f ry (4, B,C) ¢ (0, 75 (A, B, C),
r (A, B, C) si 0
r~(A,B,C) = lim I (r) >0, (33)
rirg (A,B,C)
|raiz de I (r) = 0 en cualquier otro caso.

TEOREMA 6.1. Sea el trio (A, B,C) € (§R2X2)3, tal que A es una matriz
estable, B # 0, C # 0. Entonces

Tm:t(A,B,C) = min {T+(A,B,C), Ti(AaBaC)} 3

donde los niimeros v (A, B,C) y v~ (A, B, C) fueron definidos respectivamen-
te en (32) y (33).

Demostracion. Teniendo en cuenta la afirmacién del Teorema 4.1 es sufi-
ciente probar que los sistemas @ = f,"(z) y ©# = f, (z) son a.e. siy sélo si
respectivamente r < r* (A4, B,C) y r < r (A, B,C), lo cual es consecuencia
directa de las definiciones (32), (33), el Teorema 5.4 y los Lemas 5.3, 5.5 y
56. 1

7. EJEMPLO

Por 1ltimo, presentamos la aplicaciéon del Teorema 6.1 al calculo del radio
de estabilidad de un trio concreto. Sean

=) ) =)

Aplicando los resultados obtenidos calculamos el radio de estabilidad de
la matriz A bajo perturbaciones lineales de estructura A — A + BA(t)C.
Mediante calculos sencillos se llega a que

ra(4,B,C) =5, ri(A,B,C)=+0c, r,(A B,C)~0.482637.

Se obtuvo ademads la expresion exacta de I~ () como funcién del pardmetro r
y haciendo uso del sistema de cdlculo simbdlico “Mathematica”se llegé a que
la raiz de la ecuacién I~ (r) = 0 estd entre los ntimeros 4.61255 y 4.61256, es
decir, ré’t(A, B.(C) =~ 4.61255.
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