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INTRODUCTION

Nous donnons quelques résultats concernant la continuité automatique des
dérivations et des épimorphismes dans certaines algeébres de Banach (com-
plexes). Il est bien connu que toute dérivation dans une algeébre de Banach
semi-simple est continue ([7]). De méme tout épimorphisme d’une algébre de
Banach sur une algébre de Banach semi-simple est continu ([6]). Cependant,
pour les algebres de Banach semi-premiéres les deux questions suivantes sont
encore, a notre connaissance, ouvertes:

Q1: Est-ce que toute dérivation dans une algébre de Banach semi-premiére
est continue?

Q2: Est-ce que tout épimorphisme d’une algébre de Banach sur une algebre
de Banach semi-premiere est continu?

Dans [1], J. Cusack a montré que les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) L’espace séparateur d’un épimorphisme d’une algeébre de Banach sur une
algebre de Banach est nilpotent.

(ii) Tout épimorphisme d’une algébre de Banach sur une algeébre de Banach
semi -premiére est continu.

(iii) Tout épimorphisme d’une algeébre de Banach sur une algebre de Banach
premiére est continu.

*L’auteur tient a remercier Prof. E. Albrecht et Prof. M. Oudadess pour leur encadrement
ainsi que le D.A.A.D. pour son appui financier.

301



302 E. ILLOUSSAMEN

Pour les dérivations, nous avons également, d’apres [8], I’équivalence des
assertions suivantes:

(") L’idéal séparateur d’une dérivation dans une algebre de Banach est nil-
potent.

(i") Toute dérivation dans une algebre de Banach semi-premiére est continue.

(iii’) Toute dérivation dans une algebre de Banach premiére est continue.

Ces résultats permettent de réduire I'étude des questions Q1 et Q2 aux
algebres de Banach premieres. Dans le cas commutatif, ’étude se réduit aux
algebres de Banach integres. D’ailleurs certains auteurs ont traité les questions
Q1 et Q2 dans le cas commutatif , voir [3], [4], [5] et [9] ol sont donnés des
conditions suffisantes qui impliquent la continuité automatique des dérivations
et des épimorphismes. Nous nous proposons ici d’étendre ces résultats au cas
des algebres de Banach non nécessairement commutatives, le travail qui a été
déja commencé dans [5].

PRELIMINAIRES

Soit A une algebre. Une application lingaire D : A — A est dite une déri-
vation si D(ab) = D(a)b+ aD(b) pour tous a,b € A. A est dite semi-premiere
si pour tout idéal & gauche I de A on a: I? = {0} = I = {0}. A est dite
premiére si pour tous I, J idéaux & gauche de Aona: I.J = {0} = I = {0}
ou J = {0}. Supposons que A est une algébre de Banach et D : A — A
une dérivation dans A. Considérons o = {y € A tel qu’il existe z,, — 0 et
Dz, — y}. o est un idéal (bilatere) fermé de A, appelé idéal séparateur de
D, et D est continue si et seulement si ¢ = {0}. De plus on a la propriété
de stabilité suivante: Pour toute suite (a,), d’éléments de A, il existe m,
_entier naturel, tel que a; -+~ 6,0 = @ - - - 6,0 pour tout n > m. De méme si
h: B — A est un épimorphisme d’une algebre de Banach B sur A, on définit
de la méme maniére son idéal séparateur. Celui-ci vérifie les mémes propriétés
que celui d’une dérivation.

Rappelons enfin que si A est une algebre et si M est une partie de A, alors
M sera dite nil si tout élément de M est nilpotent. M est dite nilpotente s’il
existe un entier naturel n tel que M™ = {0}, c’est a dire que le produit de n
éléments quelconques de M est nul.
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LES RESULTATS PRINCIPAUX

Le résultat suivant, qui est une amélioration du théoreme 4.1. de [5], est
Pextension naturel au cas non commutatif du théoréme 3 de [9].

THEOREME 1. Soit A une algébre de Banach premiére. Supposons qu’il
existe J idéal a droite de A et un élément non nilpotent a € J tels que
Np>1 a™J = {0}. Alors toute dérivation dans A est continue. De méme tout
épimorphisme sur A (i.e. tout épimorphisme d’une algébre de Banach quel-
conque sur A) est continu. En particulier toutes les normes d’ algébres de
Banach sur A sont équivalentes.

Démonstration. Soit o 'idéal séparateur d’une dérivation dans A ou d’un
épimorphisme sur A. Soit m tel que a™o = a™c pour tout n > m. D’aprés
le théoréeme de Mittag-LefHler, on a a™o = (),5; a"o. Puisque ¢ € J, on a
ac C J. Donc ,>;a"% = (1,52 0" C ),>; a”J = {0}. D’ou a™o = {0}.
Soit < a™ > I'idéal(bilatére) engendré par a™. Un élément z quelconque de
< a™ > est de la forme:

z = aa™ + sa™ + a™t + Bs;a™t;

ou a est un complexe et s,t,s},t. € A(1 =1,--- ,p). On vérifie alors aisement

que < a™ > o = {0}. Comme < a™ >%# {0} (car a est non nilpotent) nous
obtenons o = {0}. 1

Remarques. 1. Le théoréeme précédent reste vrai si J est un idéal & gauche
tel que (,,5; Ja™ = {0}. En effet on aura ca™ = (5, ca” C (),>; Ja® = {0}.
2. Un exemple d’algebre de Banach premiére vérifiant ’hypothése du Théo-
réme précédent est donné dans [5].

COROLLAIRE 2. Soit A une algébre de Banach premiére. Supposons qu’il
existe J idéal a droite ou & gauche de A tel que (5, J" = {0}. Alors toute
dérivation dans A est continue. De méme tout épimorphisme sur A est continu.

Démonstration. Les éléments de J ne peuvent pas étre tous nilpotents car
dans une algebre de Banach premiére (en fait méme semi-premiere) le seul
idéal nil est {0}(cf. [2]). Donc J contient un élément non nilpotent a. On a
alors (5, a"J C (N,>; J* = {0}. De méme N5, Ja™ C N,>; J" = {0}. Ce
qui fini la preuve. N - -
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Soit maintenant A une algebre de Banach et soit o 'idéal séparateur d’une
dérivation dans A ou d’un épimorphisme sur A. Comme cela a été mentionné
dans lintroduction, on ne sait pas si o est nilpotent, c’est & dire si o C L (le
radical premier de A). En fait pour cela, il suffit que ,,5; ¢™ C L comme le
montre le résultat suivant: N

ProPOSITION 3. Soit A une algebre de Banach et soit o I'idéal séparateur
d’une dérivation dans A ou d’un épimorphisme sur A. Alors o est nilpotent si
et seulement si I'idéal engendré par (1,5, o™ est nil.

Démonstration. La premiere implication est triviale. Inversement suppo-
sons que l'idéal engendré par (),», 0", noté K, est nil. Soit =z € o, il existe
m tel que 270 = (),5; 2"0 C (),>, 0. D’aprés un résultat de P.G. Dixon
([2], th. 2.4.), K est contenu dans une réunion d’idéaux nilpotents. Donc
Nn>1 0" est contenu dans o (L. Or o)L est fermé ([1], corollaire 2.4.), donc
N,>; 0" C oL, ce qui donne z™o C L. Par suite z est nilpotent. D’ou o
est—nilpotent. [ |

Remarque. Dans le cas d’une algébre de Banach commutative A, on peut
montrer I’équivalence:

() o est nilpotent <= l’ensemble ﬂ o™ est nil.
n>1

De plus on a bien o C R (le radical de Jacobson de A) et cela d’apres [10] et
[6]. Ce qui donne ,,5, 0™ € o N(N,>; R"). Donc (*) est une amélioration du
théoreme 3.1. de [4].

COROLLAIRE 4. Soit A une algébre de Banach semi-premiére. Soit o
l’idéal séparateur d’une dérivation dans A ou d’un épimorphisme sur A. Alors
o = {0} si et seulement si 1,5, 0" = {0}.

Remarque. Le corollaire précédent a été démontré pour les dérivations dans
le cas commutatif par R. V. Garimella dans [4].
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