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INTRODUCTION

Les algebres (associatives) considérées dans cet article sont supposées com-
plexes commutatives et unitaires. Il est bien connu que dans une algebre de
Banach ou plus généralement dans une algeébre localement multiplicativement
convexe (a.l.m.c.) complete ([2]) A, la propriété suivante:

(P) Ay ={kerx: x € T4},

est verifiée ou A; désigne le radical de Jacobson et I" 4 ’ensemble des caractéres
non nuls de A. Cette propriété (algébrique) est aussi vraie dans les algébres
spectrales au sens de T.W. Palmer ([3]), puisque dans de telles algebres tout
idéal maximal est de codimension 1. Nous montrons que dans le cas géné-
ral, (P) n’est pas toujours vérifiée. En fait elle ne l'est pas toujours dans les
algébres normées non complétes et dans les algébres localement convexes mé-
trisables complétes (By-algebres). Nous montrons aussi I’existence d’algébres
normées dont le radical n’est pas fermé.
D’un autre c6té, nous considérons, dans une algebre A, la proprieté:

(P)  Spz ={x(z): x € Ta}.

I1 est facile de voir que (P’') est vérifiée dans une algébre dont tout ideal maxi-
mal est de codimension 1 (en particulier dans toute algebre spectrale). Nous
donnons un exemple d’une algébre non spectrale admettant des idéaux maxi-
maux de codimension infinie et dans laquelle la propriété (P') est vérifiée.
Nous ne savons pas si les algebres normées focntionnellement continues (i.e.
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dont tout caracteére est continu) sont des Q-algebres. Cependant, nous mon-
trons que c’est le cas si (P') est vérifiée. En utilisant (P'), on obtient que dans
I’algebre des polynomes a coefficients dans le corps des complexes C, il n’existe
aucune norme d’algebre rendant continus tous les caracteres. Ce dernier ré-
sultat permet de montrer qu’il n’existe aucun poids W vérifiants W(n) > n!
pour tout n dans N.

PRELIMINAIRES

Nous suivons les notations et la terminologie introduites par T.W. Palmer
dans [3]. Rappelons que le radical de Jacobson d’une algébre (commutative)
A, noté A,, est l'intersection des idéaux maximaux de A. Si on désigne par
G(A) le groupe des éléments inversibles de A, ona A; = {z € A:e+ay €
G(A), pour tout y de A}, ou e est I'unité de A. On dit que A est semi-simple
si A; = {0}. Le spectre d’un élément z de A est I'ensemble Spz = {\ €
C: Xe —z & G(A)}. On note par p(z) = sup{|A|: A € Spz} le rayon spectral
de z. Une algebre A est dite spectrale ([3]) s’il existe une semi-norme sous
multiplicative p telle que p(z) < p(z), pour tout z de A (une telle semi-norme
est dite spectrale). Une algebre A est dite une @Q-algebre si G(A) est ouvert.

1. EXPRESION DU RADICAL

Dans [3], p. 312, une erreur de formulation (comme le montre le reste de
Particle [3]) fait comprendre que dans une algébre commutative A, le radical
de Gelfand Ar coincide avec le radical de Jacobson A; (i.e. (P) est toujours
vérifiée). En fait 'exemple 2.2 et 'exemple 2.8 donnés par I'auteur lui-méme
montrent que le deux radicaux Ar et A; sont, en général, distincts. Les
algebres dans ces exemples ne peuvent pas étre munies d’une norme d’algebre,
& cause du théoreme de Gelfand-Mazur. Nous donnons maintenant une algébre
normée commutative qui ne vérifie pas la propriété (P).

Soit (A4, ] ||) une algébre de Banach commutative telle que le radical A;
contienne un élément z non nilpotent. Dans [5], S. Rolewicz a construit une
suite (ax )k, en fonction de z telle que ay,, > 1, pour tout n et k et agpim <
Qitin * Ok+i,m, Pour tout k,n, m dans N; et il a considéré

B = {(zn)n>1 C A: Zak,onnH < +o00, Vk}.

n=1

C’est une algebre lorsqu’on la munit des opérations usuelles et du produit de
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convolution. Munie de la norme définie par ||(z,)n]l = Yor; l|Zall, C’est une
algébre normée contenant A et z ¢ B; ([5]). Mais z € N{ker x: x € I'p},
puisque la restriction de tout élément de I'g est un élément de'y et z € A; =
N{kerx: x € Ta}. Dot B; # N{ker x: x € I'z}.

Remarques. 1) Soit A une algebre normée qui ne vérifie pas la propriété
(P). Alors

a) A n’est pas spectrale, en particulier elle ne peut étre munie d’aucune
norme d’algebre qui en fasse une Q-algebre.

b) La complétée de A n’est pas semi-simple.
c) Il existe un idéal maximal de codimension infinie.
d) Il existe un élément z tel que Spz # {x(z): x € ['4}.

2) Si on prend pour A Palgebre obtenue par adjonction d’une unité a I’algebre
L'[0,1] des fonctions intégrables sur [0,1], S. Rolewicz a montré que I'algebre
B (construite & partir de A), munie de la topologie définie par la famille de
semi-normes (|| ||)x avec:

oo
“(wn)n”k = Z an,k”'Tn”a (xn)n € B,
n=1

est une By-algebre dont le radical n’est pas fermé. Donc (B, (|| ||x)x) n’est pas
une a.l.m.c. En fait, puisque la propriété (P) (qui est une propriété algébrique)
n’est pas vérifiée, B ne peut étre munie d’aucune topologie d’a.l.m.c. compléte.
Comme la norme || || est moins fine que (|| ||x)x, By n'est pas fermé dans
(B, ]| II), en particulier B n’est pas semi-simple.

Dans ce qui suit, nous donnons une fagon de construire des algebres nor-
mées semi-simples qui ne vérifient pas la propriété (P). Pour cela donnons
d’abord le lemme algébrique suivant:

LEMME 1.1. Soit A une algébre intégre. Alors algébre B = A[X] des
polynémes & coefficients dans A est semi-simple.

Preuve. Soit P(X) = ap + a; X' + 4, X* + -+ + a, X™ un élément de B.
Supposons que P(X) € By, alors e + P(X) est inversible dans B, ou e est
Punité de A. Puisque A est intégre on a: a; = a; = --- = a, = 0. D’olt
P(X) =ay € AN By et donc e + apX est inversible dans B. Par le méme
raisonnement que précédemment, P(X) =0. |1
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THEOREME 1.2. Il existe des algébres normées semi-simples qui ne véri-
fient pas (P).

Preuve. Soit (A,|| ||) une algebre de Banach non semi-simple et integre
(une telle algebre existe; il suffit de considérer, par exemple, ’algeébre obtenue
par adjonction d’une unité a ’algébre L' (w) & poids radical w [1, pp. 182,188]).
Considérons l'algebre B = A[X] munie de la norme

1D an X"l = llanll-
n=0 n=0

C’est une algebre normée. Par le lemme précédent, B est semi-simple. Puisque
A n’est pas semi-simple, il existe un élément non nul z € A; = N{ker x: x €
I'4}. Douz € Ay = N{ker x: x € I'p}. Par suite {0} # N{kerx: x € I'p}.
|

2. EXPRESSION DU SPECTRE

Il est bien connu que si A est une algebre dont tout idéal maximal est de
codimension 1, alors la propriété

(P")  Spz={x(z): x € Ta}

est vérifiée. La réciproque n’est pas toujours vraie. En effet, considérons
Pexemple suivant: Soit H(C') I'algébre des fonctions holomorphes sur C. Cette
algebre vérifie (P’). Mais si on considére ’ensemble I = {f € H(C): 3p, €
N tel que f(p) =0, Vp > po}, alors, c’est un idéal de H(C). Donc il existe
un idéal maximal M contenant I. L’idéal M n’est pas de codimension 1. En
effet, pour tout z € C, en appliquant le théoreme de Mittag-Lefler aux suites
(1,0,0,...) et (2,1,2,3,...), il existe f € H(C) telle que f(z) =1let f(n) =0
pour tout n > 1. Donc M # {f € H(C): f(z) = 0}, pour tout z de C. Par
conséquent H(C) n’est pas spectrale.

Remarque. 1l existe des algébres (méme normées) commutatives unitaires
dont tout idéal maximal est de codimension 1 et qui ne sont pas spectrales.
Pour cela il suffit de considérer l'algébre C[X] des polynémes a coeflicients
dans C. Cependant, nous avons la proposition suivante:

ProPOSITION 2.1. Soit A une algebre dont le spectre de tout élément est
non vide et borné. Alors les assertions suivantes sont équivalents:
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(i) Tout idéal maximal est de codimension 1.

(ii) La propriété (P') est vérifiée.

)
)

(iii) Le rayon spectral est une semi-norme d’algébre.
)

(iv) A est spectrale.

Preuve. Les implications (i) = (ii) = (iii) = (iv) sont claires. Mon-
trons que (iv) = (i). Supposons qu’il existe sur A une semi-norme spectrale
p. Soit M un idéal maximal de A. Il est fermé dans ’algébre semi-normée
(A,p) ([4, corollaire 2.4.8]). D’ou1 I’algébre quotient A/, munie de la topologie
quotient est une algébre normée qui est un corps. Le théoréme de Gelfand-
Mazur montre que M est de codimension 1. |

Remarques. 1) Il existe des algébres cpmmutatives dont le spectre de tout
élément est borné et dans lesquelles le rayon spectral n’est pas une semi-norme
(voir [3, exemple 2.8]).

2) Les assertions de la proposition précédante entrainent que I'4 muni de
la topologie faible est compact.

Nous caractérisons maintenant les algébres normées qui sont des )-algebres
parmi celles qui vérifient (P’).

PROPOSITION 2.2. Soit (A, || |}) une algébre normée telle que la propriété
(P’) est vérifiée. Alors A est une Q-algébre si et seulement si tout caractére
est continu.

Preuve. 11 suffit de montrer la condition suffisante. Supposons que tout
caractére de A est continu. Donc pour tout x € I'4, on a |x(z)| < ||z||, pour
tout z de A. Comme (P’) est verifiée, p(z) < ||z||, pour tout z de A. D’ou A
est une Q-algebre ([6]). N

Remarque. Nous n’avons pas d’exemple d’algebre normée dont tout carac-
tére est continu et qui n’est pas une Q-algébre. Ceci nous améne a la question
suivante:

QUESTION 1. Une algebre normée dont tout caractére est continu est-elle
une Q-algebre?

Plus généralement, nous ne savons pas répondre a la question suivante:
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QUESTION 2. Une algebre normée dont tout caractere est continu est-elle
spectralement bornée (i.e. le spectre de tout élément est borné)?

Une autre question intéressante posée par I'arbitre est la suivante:

QUESTION 3. Peut-on trouver une algebre vérifiant (P) mais ne vérifiant
pas (P")?

Donnons maintenant quelques applications de la proposition 2.2.

COROLLAIRE 2.3. Sur lalgébre H(C), il n’existe aucune norme d’algebre
plus fine que la topologie T de la convergence uniforme sur les parties com-
pactes de C.

Preuve. Du fait que tous les caracteres de cette algebre sont continus pour
T et qu’elle ne peut étre munie d’aucune structure de ()-algébre normée, a
cause de 'existence des idéaux maximaux de codimension infinie. ||

COROLLAIRE 2.4. Dans lalgébre C[X] des polynémes a coeflicients com-
Plexes, il n’existe aucune norme d’algébre rendant continus tous les caractéres.

Preuve. L’algebre C[X] contient des éléments dont le spectre est non borné.
Donc il n’existe aucune structure de Q-algébre normée sur cette algebre.
Comme (P') est vérifiée, on a le résultat par la proposition précédente. |

On rappelle qu’un poids est une application W de N dans Rt vérifiant:
W(n+m) < W(n)W(m), pour tous n,m dans N.

COROLLAIRE 2.5. II n’existe aucun poids W satisfaissant I'inegalité sui-
vante W (n) > n!, pour tout n € N.

Preuve. Supposons qu’un tel poids existe. Sur C[X], on consideére la norme

d’algebre
ZanX" = Zlan|W(n).
n=0 n=0

Pour cette norme, tout caractere est continu. En effet, tout caractere de C[X]
est de la forme 4, z € C, §.(P) = P(z), pour tout P € C[X]. Soient z € C
et P(X) = Y a,X" € C[X], on a |[5,(P)| = | T a,z"| < €Fl||P||, pour tout
P € C[X]. Ce qui contredit le corollaire précédent. 1
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