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1. INTRODUCTION

Le probleme de stabilisation d’un systéme bilinéaire par retour d’état, a
fait I'objet de nombreux travaux. On peut citer & titre d’example [4] et [7],
quand la dimension de I'espace d’état est finie et [1],[2],[3] et [8] quand elle est
infinie.

Dans cet article on se propose d’étudier le systéme suivant:

0 (1) =A%)+ u)(BUW) +8), 120

W(0) = Wo;  u(t) = —(b,¥(t))

On suppose que la solution ¥ est & valeurs dans un espace de Hilbert réel H, qui
est séparable et dont le produit scalaire et la norme sont notés respectivement
par: (-,-) et [ - ||.

On suppose également que A et B vérifient les hypothéses suivantes:
(H,) A est un opérateur linéaire, dissipatif (i.e., (Az,z) <0, Vz € D(A)) et

fermé de H dans H tel que D(A) = H et D(A) = D(A*).
(H,) B est un opérateur de H dans H linéaire, borné et anti-adjoint.

En utilisant le principe d’invariance de Lasalle [5], nous montrons que,
sous une condition de contrélabilité, le systéme est stabilisable par : u(t) =
—(b, U(t)), ou W est la solution faible de (1) définie dans la section 2.

Ce travail est une généralisation de [2] et [3]. En effet: dans [2] A est
anti-adjoint et dans [3] A est dissipatif avec la contrainte U, € D(A).
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L’article est divisé en trois sections.

La premiere section sera consacrée & quelques résultats préliminaires sur
la solution faible de (1). Dans la deuxiéme nous établirons le résultat de
stabilisabilité. La troisiéme section sera réservée & un exemple.

2. RESULTATS PRELIMINAIRES SUR L’ETAT DU SYSTEME

DEFINITION 2.1. Ondit que ¥ € C([0,T); H) est une solution faible de (1)
sur [0, 7] si: pour tout ¢ € D(A*) la fonction t — (¢, U(t)) est absolument
continue sur [0,7] et

Sl ) = (A", W) + (S, Pt € 0,T)

ou f(v) = —(b,v)(Bv+b). On montre d’apres [1] que cette solution est donnée
par:

U(t) = exp(tA)Py + ./Ot exp((t — s)A)f(¥(s))ds, Vtel0,T],

ot exp(tA) désigne le Cy semi-groupe de contraction engendré par A.

Nous commengons par rappeler le résultat suivant:

THEOREME 2.2. (cf. [6]) II existe Thay tel que le systéme [1] admet une
solution faible ¥ unique sur [0, Tyax[, avec [|¥(t)|| — 400 quand t — Tjax si
Tinax < 400.

Nous allons montrer que (1) admet une solution faible unique sur [0, +o0]
(i.e., Tiax = +00). Pour cela il suffit de montrer que ¥ est bornée dans H.
En utilisant le lemme de Gronwall on a le lemme suivant qui donne quelques
estiamtions a priori sur la solution faible de (1).

LEMME 2.3. Si ¥( — ¥, dans H quand n — +oo alors U, (t) — U(¢)
dans H pour tout t € [0,T]. Ou U,, et ¥ sont les solutions faibles de (1) qui
correspondent respectivement aux conditions initiales ¥y et ¥, sur [0,T].

A Taide de ces deux résultats nous allons établir le résultat fondamental
suivant:

LEMME 2.4. La solution faible de (1) est bornée dans H sur [0,T].
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Preuve. Nous allons distinguer deux cas:
1¢ cas: Wg € D(A):
Soit v(t) = L[| ¥(#)||>. Comme U, € D(A) alors les solutions faible et forte

2

de (1) coincident et on a:

dqjd—iﬂ - <‘I’(t)> d\zit)> = (AU(t), U(t)) — (b, T(1))* < O;

de plus v(t) > 0, V¢ € [0,T], donc
IO < I1Toll, Vte[0,T].

2tme cag: Wy & D(A):
11 existe une suite (Uy) de D(A) qui converge vers ¥, dans H comme

@ < wgll, vtel0,T]et VneN,
alors, d’aprés le lemme (2.3) on a:

@l < [Wll, Vvtel0,T).

Comme on vient de montrer que la solution faible est bornée dans H, on a:

THEOREME 2.5. Le systéme (1) admet une solution faible ¥ unique sur
[0, +00].
3. PROBLEME DE STABILISATION
Le but de ce travail est d’établir le résultat suivant:
THEOREME 3.1. Sous les hypothéses (H,) et (Hs), si:
(i) b e D((A*)*), VkeN,
(ii) le sous espace engendré par {b, A*b,... ,(A*)*b,...} est dense dans H.

Alors U(t) tend faiblement vers 0 quand t tend vers linfini. Ou W est la
solution faible de (1) sur [0, 4+o0].

Nous donnons d’abord le résultat préliminaire suivant:

LEMME 3.2. limy_, (b, ¥(t)) = 0.
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Preuve. Nous allons distinguer deux cas.
1¢" cas: Wg € D(A):
Soit

v(t) = v(0) —i—/ot(A\I/(s),\I/(s))ds —/Ot(b,\ll(s))zds.

On vérifie facilement que
t
/ (b, W(s))2ds < |[To|?, ¥t > 0.
Jo

Donc [, (b, ¥(s))?ds converge, de plus (b, U(t)) est bornée, d’ott le résultat.
28me cas: W, & D(A):
Il existe une suite () de D(A) qui converge vers ¥, dans H. Soient U™ et
U les solutions faibles de (1) associées respectivement a (U) et (¥y). Comme
(U™ (t)) converge vers ¥ (t) dans H et

+00
[ ov@yras < wE, o,
J0

alors d’apres le lemme de Fatou on a:
oo 2 2
[t us)as < 1wl
J0

et on vérifie aisément que (b, ¥(t)) est bornée.
dt

Par conséquent lim, (b, U(t)) =0. 1

On définit maintenant ’ensemble w-limite par:
I'(Py) = {¥* € H,3t, — o0; U(t,) converge faiblement vers ¥*}.

On remarque facilement que I'(¥,) C b+ (ou L désigne l'orthogonal de b) et
la démonstration du théoréme se limite & prouver que I'(¥,) = {0}.

LEMME 3.3. exp(tA)[(Ty) C T'(Ty), VE > 0.
Preuve. Soit W* € T'(¥y) et ¢, — 400 tel que U(t,) converge faiblement
vers U*. Soit ¢ > 0.
ol

Uty +1) = exp(tA) (L) — / “exp((t — 5) A) (b, W (s + £,))(BU (s + £,.) + b) ds.

J0
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On
) (o, Tt + 1)) — (exp(tA)T", )]
<, U(t + 1)) — (exp(tA) Y (tn), ©)]
+[{p, exp(tA)¥(t,)) — (exp(tA) T, p)|.
De plus
i (E+ 1) = (exp(tA)V(ta), )] < | [ (b, W5 + ta))ds|.
Comme
[(b, ¥(s+1t,)) =0 quand n — +oo,
et
(0, exp(tA) T (t,)) — (exp(tA) W™, p)| — 0
alors

(0, U(t +tn)) — (exp(tA)T™, )| — 0,

donc il existe (s,) — oo telle que ¥(s,) converge faiblement vers exp(tA)U*.

~ DEMONSTRATION DU THEOREME. Soit ¥* € I'(¥,). Par définition on a:

m

d
a;ﬂ—(exp(tA)W*,b) = (exp(tA)T*, (A*")™b) =0, Vt>0,VmeN

Donc pour £ = 0 on aura:
(U*,(A")"b) =0, VYmeN,

et par suite ¥* = 0, ce qui prouve que I'(¥y) est réduit & {0} et par conséquent
U(t) converge faiblement vers 0 quand ¢ tend vers +oo. i

4. EXEMPLE

Considérons le systéme suivant:

2U(w,t) = (& + £=) Ula, 1) + ut) (sin(@) U (t, —z) + exp (=22/2))
z€ER t>0
\I/(O) = IIIO
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Soit H = L*(R) et A = —08/dz + 8?/9z? dont le domaine est donné par:

D(A) = {f:R—>R:f(z) et %f(:c) — 0 quand |z| —>+oo}.

On a A* = —0/0z + 0*/0z>. Soit B : H — H défini par: Bf(z) =
sin(z)f(—z) et b(z) = exp (—z?/2). On vérifie facilement que les hypothéses
du théoreme (3.6) sont vérifiées et donc le systéme ci dessus est stabilisé par:

+oo
u(t) = / exp (—2°/2) ¥(z,t)dz, Vi>0

—00

ou U(z,t) est sa solution faible.
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