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1. INTRODUCTION

L’objet de cette note est de présenter une notion du degré topologique pour
les fonctions réelles convexes sci (semicontinue inférieurment) en se basant sur la
théorie du degré introduite par F. Browder. Premiérement, on décrit la théorie du
degré topologique pour les opérateurs de classe (S,) introduite et étudiée par
F. Browder (voir [6] et [7]), puis on fait le lien entre ces opérateurs et les fonctions
convexes par ’intermédiaire des approximées de Moreau—Yosida de leurs sousdi-
fférentiels. La seconde partie de cette étude, Corollaire 2.6, nous a conduit en
outre & améliorer des résultats récents de continuation et d’invariance sous
homotopies Mosco—épicontinues des problémes d’optimisation de [2] et [3].

La terminologie et les notions de base sont celles utilisées dans [1], [4] et [7].
Tout d’abord on donne la définition du degré topologique de Leray—Schauder.
Soient X et Y deux espaces topologiques, F(E,Y) une famille d’opérateurs de
E dans Y, ou ECX, et J#(E,Y) la famille des homotopies dans F (E,Y).

On considére la famille

A ={(fQ,y); Qouvert de X, Fe F(Q,Y) et y¢f(50)}

oi Q et 90 désignent I’adhérence et la frontiére de Q. Le degré topologique
associé & A est I'application d de 4 dans Z telle que:

(dy) il existe fo: X— Y telle que pour tout 0 et tout yefo(Q),
(fom,Q,y)eJ( et d(fo,Qu0)=1; et si d(fQ,y)+0 pour (fQ,y) € A alors ye

f();
(dg) si Q; et Qy sont deux ouverts disjoints inclus dans ©Q tels que
y £ f(Q\Q UQ) alors (fm.,Qi,y) € A pour 1=1,2, et
1

d(fy)=d(£01,9) + d(fQ2,y);
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(d3) si {(fuQ,y(t));te T=[0,1]} € H(Q,Y) satisfait y(-) est continue et,
pour tout t€ T, y(t) ¢ f(0Q), alors d(f;,Q,y(t)) est indépendant de te T.

Dans ce qui suit X sera un espace de Hilbert(}) et Y son dual: Y=X*=X.

DEFINITION 1.1. Une famille d’opérateurs (univoques) demicontinus {f;:
EcX— X; teT} sera dite pseudo—monotone (resp. de classe (S,)) si elle
satisfait:

"pour toute suite (z;);o;CE et (4);eCT tels que z;—— 1, t;— 1t et

limsup <fti(z,~),z,-—a:> <0, alors

lim<f, (z;),5;—2> =0 (resp. 5;— z);"
(]
si toutefois z€ E alors fti(%')—w’ fi(z).

THEOREME 1.2. Soient Q wun ouvert de X, F(Q,X) lo famille des

opérateurs de classe (S,) et H# la classe des homotopies de classe (S,). Alors il

eziste une et une seule application degré topologique d satisfaisant (d;), (da) et
(d3) ot l’opérateur de normalisation est l’identité I de X.

2. DEGRE TOPOLOGIQUE POUR LES FONCTIONS CONVEXES

On se donne une fonction ¢:X— RU{+o00}. Son epigraphe (resp.
domaine) est défini par

epi(¢)={(z,a) e XxR; #(z)<a} (resp. dom(p)={z€X;d(z)<+0}).

La fonction ¢ sera dite convexe, sci et propre si epi(¢$) est convexe, fermé
et dom (¢)+@. Pour tout z€ X et tout A >0

0¢(z)={z*e X; ¢*(z*) + ¢(z) =<z*,z>}
et
0¢\(z)=(AI+0¢*)(2)
désignent le sous différentiel et I’approximée Moreau—Yosida de d¢. Ici ¢*(z*)=

Sup,ex (< z*,2>— ¢(z)) est la fonction conjuguée de ¢.

DEFINITION 2.1. Une famille {¢;: X— RU{+o0}; t€ T} sera dite Mosco
—épicontinue si pour tout t;—— ¢ dans T on a ¢ =M—epilim;;¢;: pour tout
TeX

1 On peut supposer que X est un espace de Banach réflexif, et renormer ’espace de tel sorte
que X et son dual X* soient localement uniformément convexes.
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i) il existe z; — z telle que limsup ¢(z;) < ¢ (z);
ii) si ¢ —> z alors liminf ¢;,(&;) >¢(z).

Les résultats suivants illustrent ’intérét de la Mosco—épicontinuité pour
définir le degré pour les fonctions en s’appuyant sur I’approximée de Moreau—
Yosida et le degré de Browder.

PROPOSITION 2.2. Soit {¢;: X— RU{+o00}; te T} une famille Mosco—
épicontinue de fonctions comvezes sci propres. Alors {fy5;t€T et A>0}, ot
fin=(0¢)y, est pseudo—monotone sur  pour tout ouvert Q de X.

Preuve. Soient Q un ouvert de X, (£)ie1C T, (A;)ies CJ0,+00[ €t (2;);e1CQ
tels que t;— t, \;— A>0, 5;—— 1 et

limsup < f;; \,(z:), % —2> <O0.

Posons 4= fi; z(%) et z=fyx(z); alors pour i€l, y;€0¢;,(z;—Ay;) et ze
0¢y,(z—Az). De la monotonie de d¢;; on déduit que

<yi-z,5-2>>| ;- %%

Tenant compte de [1, Prop. 3.60 et 3.66] on a (z=(04;)x(z))ie; converge
fortement vers y=(0¢)y(z). Ainsi, puisque z; —> z, on a

limsup || z,—;||2 <limsup < f; 3,(%), % —z> —liminf < z;, ;—2> <O0.
On déduit que (y;);e; converge fortement vers y et
lim < f;; \,(%i),2—2;>=0. 1

PROPOSITION 2.3. Sous les hypotheses de la proposition 2.2, {g; x=(0¢;)x
+AI; A>0 et te T} est de classe (S,).

Preuve. Soient t;—— ¢, A;— A dans ]0,+oco] et z;— z telles que
limsup <g; »,(%), % ~2> <0. En posant y; =(04y,),(z;) on obtient
limsup <y;,z; —z> < —limsup A; <z;,z;—z> 0.

Et puisque { ﬁ,)\;tET et A>0} est pseudo—monotone, il s’en suit que
lim <y;,z;—z> =0. Ainsi

limsup ||z; —z||2 limsup <z;,z;—z> < —liminf <y;, 5 —z> =0.

Dot (z;);¢; converge fortement vers z dans Q. 1§



168 HASSAN RIAHI

DEFINITION 2.4. A présent, on peut définir le degré topologique d’une
fonction convexe, sci et propre en zéro(?) par

deg(¢,Q,0) =lim)\-»0+ d(a¢)\+ ALQ)O)

Parmi les propriétés intéressantes de ce degré nous énongons a titre d’illus-
tration les résultats suivants:

THEOREME 2.5. Soient X un espace de Hilbert, To(X) [lensemble des
fonctions convezes sci propres et #(Q) la famille des homotopies Mosco—
épicontinues sur Q, ot Q est un ouvert borné contenant zéro. Alors:

a) si go=3|-|? alors deg(40,2,0)=1;

b) soit €To(X) telle que S(¢)NIN =0 et deg($,2,0)+0, alors S($)c;

c) si Q et Qy sont deuz ouverts disjoints inclus dans Q tels que S($)N

(2\ Q,UQy) =0 alors deg(¢,9,0)=deg(4,9;,0)+deg(¢,25,0);

d) soit {#;teT=[0,1]} € H#(Q) tel que VYteT, S(¢)ndN=0, alors
deg(¢;,9,0) est indépendant de t dans T.

On désigne par S($) largmin de @, i.e.

S(¢) ={z€ X; () =miny ¢}

Preuve. a) Pour ¢g=%|-|2 et A>0 on a gy=(A[+08¢*)1+A[=a(N)]

ot a(A)=(A2+A+1)/(A+1). Donc

deg(¢0,2,0) =limy o d(gx,92,0) = limy o d(a(A)[,0,0)=1.

b) Puisque deg(¢,2,0)+0, il existe alors Ag>0 tel que pour tout A €]0,A¢]
on a d(gy,R,0)#0. D’ou, d’aprés Théoréeme 1.2 (d;) et la bornitude de €, on
déduit ’existence de \; — 0 et 7; — 7 tels que z; €Q et \z; 66¢((1+)\?)z,-).

Par suite 0€0¢(z), car \;— 0 et (1+A?)zi—‘”—» z. Et puisque, d’aprés
Proposition 2.3, la famille {gy; A>0} est de classe (S,), on déduit que
7 — z€ Q.

Or l’ensemble S(¢) est convexe (donc connexe) et S(¢)NdN =@, alors O+
S(¢)ca.

¢) Supposons quil existe A\; — A tel que 0€ g,(2\©;UQ,), donc on peut
trouver ;€\ QUQ, tels que z;,—> =z et /\,-zi€6¢((1+)\%):c,~). Et comme
précédemment on aboutit & z; — z€S(¢) et £€Q\Q;UNy, car c’est un fermé; ce

25i ye, le degré de ¢ el'p(X) en y, deg(4,Q,y), est défini par deg(¢,ﬂ,y)=deg(¢y,0—y,0) ol
¢y(z)=¢(x)—< y,z>, pour tout zeX.
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qui contredit le fait que S(¢)n(2\QUQ,)=0. Ainsi on aura, d’aprés
Théoréme 1.2 (dy), que d(gy,2,0) =d(gx,1,0) + d(gx,025,0) pour tout A voisin
de 0. Donc par passage 3 la limite on déduit

deg (4,9,0) =deg(¢,Q,,0) +deg(4,0,,0).

d) En s'appuyant sur la propriété (d3) du Théoréme 1.2 et la Proposi-
tion 2.3, il suffit de vérifier que pour tout {€ T on a ’exsitence de A(t)>0 tel
que 0 g;5(09) pour tout A €]0,A(t)], oit g\ =(AI+0¢*)"1+ AL Supposons que
non; i.e. on peut trouver {5€ T' et A\;— 0 tels que pour tout ¢ €[ il existe u; €
09 avec 0=g;; y;(u;) et u—> u et 0€dg,(u). Donc uedQNS(gy), ce qui est
absurde. 1

Comme conséquence immédiate on obtient une extension des Théorémes 1.6
et 1.11 de [3] et des Prop. 3.1., Thm. 3.2, Prop. 3.5 et Thm. 3.6 de [2], en retirant
la condition de compacité ou celle de Palais—Smale:

COROLLAIRE 2.6. Soient Q un owvert borné non vide et une famille {¢;;
teT} e #(Q) tels que, pour un toe T, deg(¢y,Q,0)#0 et, pour tout teT,
S(¢)ndN=0. Alors, pour tout te T, on a S(¢;)+D et S(¢;)cQ.

La preuve est immédiate, compte tenu des propriétés (b) et (d) du théoréme
précédant.
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