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INTRODUCTION

Cet article est une suite de [1]. II est consacré & I’étude d’un probléme de
perturbation singuliére provenant de la théorie de 1’élasticité [6]:

(P1)(f)

[ - 62(u£4) - u£2)) - 'u£2)+ue =f pour 0<z<T
By(2') u(e’) = By(z') u(¢') =0 2’'=0,m,
B; et B, étants deux opérateurs frontiéres données par:
By(z) :=2'd2/dz? + (17— ')
(1) et
By(z') :=1'd3/dz3 + (r—z’)d2/dz?
ou z’ est un élément de ]0,x].
Lorsque f est dans l’espace de Sobolev LZ2(]0,7[), nous montrons que la
solution u, du probléme (P;)(f) converge vers la solution v du probléme:
—v"+v=f dans O0<z<T
(Ly)
v(0) =v(7)=0.
Dans [2], lorsque Bj(z’) :=z'd2?/dz?, By(z’):=1z'd3/dz3 et f n’est pas dans
HB(J0,7]) pour B> 3, nous avons montré que u, n’est pas bornée dans L2(]0,x]).

Avant d’aborder 1’étude, on se propose de commencer par un lemme.

LEMME. Soient, pour € >0 et 2<r<3, les fonctions:
(2) Ge(z) :=ZT/P€(1)
ot P(z):=(z2+1)(e2z2+1). On a alors:
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(3) Tos1 Ge(2n) = B((r-1)/2,(3-7)/2)/4 + O(e2™))
(4) Bnp1 Gu(2n+1) = TTB((r=1)/2,(3-r)/2)/4 + O(L77)
ot B(p,q) désigne la fonction de I’Euler Beta.

Preuve. On fait I’appel & la formule d’Euler (cf [7], page 278):
Pour g dans C1([0,+00[) et n un entier fixé, on a:

® [y ee)e(e) dr=5]_y9(k)- [;" o(2) dz(g(m)+(0))/2:

Avec Q(z):=(z—E(z)—% qui est périodique de période 1 et |Q(z)| <3, ot
E(z) désigne la partie entiére de z.
De cette formule découle I’inégalité:

1 ,
(6) 22 o9(h)- [ o(e) dz| <k [ [ 192 do +9(0) + 9(n)]
que nous appliquons & ¢(z) := G.(2z). Nous obtenons alors:
1r2 2 Y
(M [Epy -5 [ Gue) ds | <F [ [ 16u(a)] da+ Gofem)-

Or, pour €>0 et 2<r<3, G, est dans I’espace C1([0,+o0[) N W%(]0,+oo[), nous

sommes dans les mesures d’appliquer le théoréme de Lebesgue et obtenir
1 1 y
®) Zu>1 Gel2n) =5 [, Gla) da | <} [ f7° 16u(a)] ds).

Donc pour obtenir (3) et (4), on commence par majorer f 0“’ | Gi(z)] dz.

* Pour 2<7<3:
Gi(z) =r(s7[ P(z)) - 2(1+€%) 271 [(P(z))? - 4€2c7*3 /(P (2))>2.

D’une part le changement de variables £=1/¢/y donne:

Ky = [ 271/ P(z) dz=(77)/2) [ 4" 7% (1) (14 ety) dy <

<(®77p2) [yt T (1y) dy

Crest & dire K; <(e?77)/2) B((r-2)/2,(4~1)/2).

D’autre part:

Ky = [} 271 /(P(2))2 do=(®77)2) [ y* 72 (1+y)2 (14 e2y)2 dy <

<(€®772) (32 4P (14y)2 d
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Crest & dire Ky <(277)/2) A((r—2)/2,(6-7)/2).
Ky= [« |(P(2))? dz <

<(€7772) [ ' ()2 dy <(€7712) Br/2,(4-1)/2).
* Pour r=2: ‘
G(z) =2z/(Pe(2))? +2€25/(Pe(z))?.
Ji= [0 5/(P(2))? de < [ 3/ (1+22)2 dz=1/2
. Jy= [ o5/(P(2))2dz <(¢7%/2) [ 1/(14y)2 dy=€"2/2.
Par conséquent, pour 2<r <3, on peut écrire:

(10) [ 1GL(a)| de< Ce2r

ou C est une constante.
(1) [y Cde) de =571z [el"(l—el"> S o 14y ay ] =

= (' 7T (1-€' ) /2(1- ) B((r-1)/2,(3-T)/2) =
= &TH((r-1)/2,(3-7)[2)(1+0(e)) 2.
Draprés (8),(9),(10) y (11), on obtient le reultat voulu. &
Pour ¢>0, on écrit le probléme (P;)( f) sous la forme:
- 62(u£4) - u?)) - 'u£2)+uE =f pour 0<z<T
(L)) u(0) = ¥(r) =0
u?(0) =uf(r) =0

et
—v”"+o=f dans 0<z<T
(Ly)
v(0) =v(7)=0.
THEOREME. Pour f la fonction de L%(]0,x[), donnée par:
(12) f(z) :=X,5;sin(nz)/n® avec 3<a<l.

Alors la solution u, du probleme (Py)(f) converge vers la solution v du probléeme
(Ly) dans Uespace de Sobolev H2(]0,n]).
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Preuve. f donnée par (12) avec @ <1, implique qu’elle n’est pas dans
espace de Sobolev HP(]0,7]), >3 [4, page 391].
On considére le probléme de Sturm—Liouville:

- 52(1124) - v?)) - vﬁz) +ve=h pour 0<z<T
(SL)(R) %(0) = ve(m) =0

#2(0) =o{")(r) =0
En faisant appel a la théorie spectrale [2] et [3], pour h dans L2(]0,r) donnée
par: h(z) =%,51 hysin(nz); .51 |hs|2 <+o0 la solution v, du probléme
(SL)(h) est donnée par:
(13) Ue(2) =Zp>1 (hn/tin,e) sin (nz)
avec fip o =(14+n2)(1+n2¢2). On sait d’une part que v.— v dans HZ2(]0,n])
(cf. [5]), et d’autre part que ’ensemble E des solutions du probléme:

- 62(w£4)— wgz)) - 'w£2) +w,=0 dans ]0,n{
(Po) )

u?(0) =u{?(r) =0,
est un sous—espace vectoriel de H2%(]0,7[) de dimension deux dont une base est
(pe¥e) avec:

¢e(z) =(2/2) + Zn>1 ((=1)"/ gty ) sin (n2)
(14) &

Ye(2) =((7~2)/2) = Tp>1 ((=1)*/ gt ) sin (nz).
Soient v,u les solutions respectivement des problémes (SL)(f) et (P)(f) ou f
est la fonction donnée par (12).
La fonction w, =u, — v, est une solution du probléme (P,) donc:

(15) (ue - 've)(z) = eﬂoe(z) + be'(be(z)

ol a. et b, sont des constantes qu’on détermine en faisant u,(0) =0. Cela donne
%(0) =7b./2 =0 c’est & dire b =0. Et en faisant u£3)(7r) =v£3)(7r)+a€go£3)(7r)
=0, on obtient:

(16) ae(En>1 nz/ﬂn,e) = En.>1 ((_l)ndns_a)//l'n,e'

Or, pour ¢>0, les séries Z,5qn2/p, . et Tppq ((-1)"*1n3-%)/p, . sont
absolutement convergentes, donc, en utilisant le lemme, pour r de {2,3—a}, on
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a:

(17) Tu>1 12ty e = €18(3,3)(140(e))/2.
(18) Ens1 ((=1)*103-0) 4, = O(eo).
Drou:

(19) ae = 0(e®).

Ainsi:

(20) = el 20,1y <12/ 1l 20,y

Comme X5 ((-1)"*!/nu, )sin(nz), la solution du probléme (SL)(z/2),

converge dans H2(]0,x[) alors |, est bornée indépendament de ¢, et

20,
donc d’aprés (19)&(20):

(21) lime—»O "ue—velle(]O,vr[) =0

i.e., u, et v sont de méme nature dans H2(]0,7[), ce qui prouve la convergence
de u vers v dans H2%(]0,r). 1

Remarque. Dans [1], lorsque f est donnée par (12) avec @ >1, nous avons
montré la convergence de u, vers v dans H2(]0,x]).
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