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INTRODUCTION
Ce travail est consacré a I’étude d’un probléme de perturbation singuliére:

P0) vV -1y @)—u Dty =f dans O<z<7
Py)(f
By(z)u(z') = By(z')ue(s') =0 z'=0,m.
qui apparait dans la théorie de 1’élasticité [5].
B, et B, étants deux opérateurs frontiéres:

42

Bi(z) :==2'—+ (7—1’)
dz?

(1)
a3 d2
B /:= /___+ —_ e
2(2) s (7 z)dzz

avec z’ un élément de {0,7}.

Les questions qui s’opposent: dans quels cas u, converge et quelle est sa limite?
Lorsque f est dans l’espace de Sobolev HB(]0,7[) # > 1/2, nous montrons que la
solution u, du probléme (P)(f) converge vers la solution v du probléme:

~v"+uv=f dansO<z<m
(L)
v(0)=v(m)=0
Avant d’aborder 1’étude, on se propose de commencer par un lemme.
LEMME 1. Soient, pour € >0 et 1 < r <2, les fonctions:
(2) fi(z):=2"/P(z) ot Pz):=(z2+1)(e222+1).

On a alors:
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(3) | £ f2n) -3 f " fla) dzl a2+,
et
) ' r f(2n+1) - f fi(z)dz| < ae? T +b.

Avec a et b constantes positives indépendantes de €.

Démonstration. On fait appel a la formule d’Euler (cf. [6, page 278]).
Pour g dans C1([0,400[) et n un entier fixé, on a:

() [le@Eds= 2 o) - [ olz)ds-(o()+9(0)/2

Avec Q(z)=(z—E(z)-1/2) qui est périodique de période 1 et |Q(z)|<1/2.
(E(z) désigne la partie entiére de z). On obtient alors:

(©) | 2,009 - [ ata)ds| < [ [710)1dz+ 9(0)+o(m)] /2.
Appliquons ce résultat pour g¢(z):= f(2z):
M |20 - @) £ | <[ £ @l +en) 2

Or, pour ¢ >0 et 1<r <2, f est dans D’espace C1([0,+00[) N W, ([0,400[),
nous sommes dans les mesures d’appliquer le théoréme de Lebesgue, on aboutit

alors a:

®) | 2 ien) - (/2) f “hte)ds| < [ [ " 1f@las) 2
De méme pour g¢(z):= f(2z+1):

©) | 2 fen+ ) - (172 [ flads| < [ [ 1)z f2

+©
Donc pour obtenir (3) et (4), il suffit de majorer l’intégrale j; |f(z)|dz.
(10) f(z) =
r[z"l/Pe(z)] - 2[:1:’”*1/(1+ :cz)Pe(:c)] - 262[xr+1 1+ ezzZ)Pe(z)].
On a, en faisant le changement de variables z = 1/{y:

L= [TarP(e)da < [ e (14 a%)de = (1/2) [ Ty D72 (14 )dy.
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Donc:

(11) L <B(r/2,(2-1)[2)/2.
Ou f(p,q) désigne la fonction d’Euler Béta.

L= [ e /(1422 P(a)de < [ 7o (14 20)de = (1/2) [y (14 9)dy.
Donc:

(12) L<B((2+7)/2,(2-7)[2)/2.
Puis par le changement z = 1/(e{y):
o [T 2,2 Jars| 2,2)2)
I —f(; g™ /(1+ €%z )Pe(z)dzgj; ™1 /(1+ €222)2dz
= j:)+mz"1/(1+52z2)2dy.
I < (e7/2) [Ty @D (14 y)2dy.

Par conséquent:

I3<(e77/2)B(r/2,(4=1)/2).
D’aprés (10) et ces majorations on a donc:

1]
(14) (1/2)[0+ |£/(2)|dz < 71y + 21y + 2€2I5 < a2 +b.
Avec a et b sont deux constantes indépendantes de ¢. |
Pour € > 0, on écrit le probléme (P;)(f) sous la forme:

e2(u P -y @) -y @Dty =f dans 0<z<m
(P1)(f) (0) = w2 (r) =0
et
(L)

[—v”+v=f dans 0<z <
v(0) = v(7) = 0.

THEOREME 2. Pour f une fonction de HB(]0,x[) § > 1/2, donnée par:
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(15) f(z):= §1 Sin(nz)/ne avec 1< axg2.

Alors la solution u, du probléeme (P1)(f) converge vers la solution v du probléme
(Ly) dans l’espace de Sobolev H2(]0,7[).

Démonstration. f donnée par (15) avec a > 1, implique qu’elle est dans I’espace
de Sobolev HB(]0,7[) # >1/2, [3, page 391].
On considére le probléme de Sturm—Liouville:
(v PV -y D) -y Dty =h dansO<z<7
(SL)(h) ’Ue(O) = 06(2)(70 =0

ve(Z)(O) = 'ue(2)(1r) =0.

En faisant appel a la théorie spectrale [1] et [2]:
Pour h dans L2(]0,r[) donnée par:

(16) Mo)= 3 taSin(m)i 3 |2 <400
alors la solution v, du probléme (SL)(h) est donnée par:

(17) %(2) = I (hn/tn,e)Sin(nz)

avec:

(18) e = (14 02)(1 4 n2e?)

On sait que [4]:

(19) Yg— ¥ dans H2(]0,x[).

D’autre part I’ensemble E' des solutions du probléme:

e2(w P - w2 —y D4y, =0 dansO0<z<7
(P2)

w€(2)(0) = 71)5(2)(7[') =0.

est un sous espace vectoriel de H2(]0,7[) de dimension deux dont (¢, %) est
une base:

¢e(2) = (2/2) + B((~1)*/ nitn, ) Sin (nz).
(20) Y (z) = ((7—2)/2)5(1/npy ¢ )Sin (nz).
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Soient v, u, les solutions des problémes (SL)(f) et (P1)(f) respectivement, avec
f la fonction donnée par (15), la fonction: w, = u,—v, est une solution du
probléme (P2) donc:

(21) (e —ve)(2) = acpe () + bete (2)-
Ol a, et b, sont des constantes qu’on détermine par u(0) = .3 () = 0:
(22) 4 (0) = 7b/2=0 donc b =0.
Et alors:
(23) u3(7) = v O(7) + acpB(r) = 0.

Par conséquent:

(24) ae(nglnz//‘n,e) = ngl((—l)nﬂna_a)//-"n,e'
On a alors ([6, page 288]):
(25) Elnz/un,e = (7/(2¢(1-€2))(coth(n/€e)— ecoth()).

D’autre part comme, pour € >0, ;51 ((—1)"*1n3-*)/pu, . est absolument
convergente:

. 1 +@
(26) |n§1((—1)’”1n3'“)/ﬂn,e| < |n§1(2n)3_a//-"2n,e - 5]; f(z)dz| +
1 +m
+|n§1(2"+1)3'“/ﬂ2n+1,e—§f; f(z)dz]

<2a€2 T+ 2b

d’aprés le lemme 1, pour r:=3-a.
Par conséquent au vu de (24), (25) et (26):

(27) lae| < Ae® + Be.
Et a.loré:
(28) ||u€ — Ve |IH2(]0,7I'[) < |a'e | "Qoe "H2(]0,7r[)

< (AE(1 + Be)ll¢e||H2(]o’,r[)'

Comme, Z,5;((—1)"1/ny, )Sin(nz) est la solution du probléme (SL)./2),
converge dans H2(]0,7[) alors |,
donc:

est bornée indépendament de ¢, et
H2(j0,x])
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(29) 11161 "ue — Ve IIH2(]0,1|'[) =0,
i.e. u, et v, sont de méme nature dans H2(]0,7[), ce qui prouve, d’aprés (19), la
convergence de u, vers v dans H2(]0,7[). 1

Remarque 3. Si f est donnée par (15) avec a > 2, on a alors:
(30) |2 ((-1)*"1n3-%)/pp | < I 1/n>1<C
n>1 ! n>1
Avec C une constante indépendante de ¢:
(31) lac| < Cre

Et on obtient les mémes résultats.
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