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INTRODUCTION

Le principe variationnel d’Ekeland est un outil qui a fait preuve de beaucoup
d’importance en analyse non linéaire, dans laquelle il a joui d’une grande variante
d’applications allant de la géométrie des espaces de Banach (c.f. Brezis &
Browder [5], Bishop & Phelps [4]) & la théorie de 1’optimisation (c.f. Ekeland
[7,8]) et du calcul différentiel généralisé (c.f. Aubin [2,3], Penot [10],...) jusqu’au
calcul des variations (c.f. Clarke [6], Ekeland [7]) et la théorie des semi—groupes
non linéaires (Brezis & Browder [5], Ekeland [7]). Dans cet article, on va aborder
un autre aspect d’application du principe variationnel d’Ekeland. On démontrera
un résultat d’éxistence en optimisation multiobjective d’optima de Pareto, en
s’appuyant sur ce dernier principe variationnel.

1. PRINCIPE VARIATIONNEL D’EKELAND

Il y a plusieurs versions du principe variationnel d’Ekeland, que 1’on peut
trouver dans [3,7,8]. Nous utiliserons la formulation suivante, encore appelée
e-principe variationnel.

THEOREME. Soit (X,d) un espace métrique complet et F: X — RU{+o0}
une fonction semicontinue inférieurement (sci) non identiquement +0o et minorée
sur X. Considérons zo€X et ¢ >0 tels que F(zo) <infyx F + €. Alors pout tout
A>0, il eziste y€X satisfaisant F(z,)< F(z¢), d(zy,%0) <A et pour tout
T€X avec T*zy on a F(z,)< F(z)+ f-d(z,zx).

42



PRINCIPE D’ EKELAND ET PARETO OPTIMA 43

OPTIMISATION MULTIOBJECTIVE

On se donne Y un espace topologique, F un ensemble non vide de Y, et
{fi:E— R:i=1,...,N} une famille de N fonctions réelles définies sur E. On
notera par f la fonction vectorielle définie sur £ par

f(w)=(f(v),....fw(v)) VueE.

La fonction f sera dite semicontinue inférieurement (sci) (respectivement:
convexe), si toutes les fonctions f; sont sci (respectivement: convexes). On dira
que uv€E est un optima de Pareto (fort) si le point f(u) € f(E) = {f(v) : ve E}
vérifie:
{f(u) + RY }nf(B) = {f(x)} (1)
ou
fw) = f(v) ¢RY  toutefois que veE et f(v) #f(u). (2)

Ici RY = {z=(z;,...,2y) : £; <0} est le cone négatif de RY. Ce dernier sera
muni de la norme Euclidienne: |z|| = (z? ot z,% )‘}. Commencons d’abord par
montrer les lemmes suivants.

LEMME 1. Soient ¢ et y deuz points distincts de RY. On a alors
I’implication suivante:

N N
Yio i< Yi_jzi+ly-z] s z-yemRY.

Preuve. Raisonnons par ’absurde et supposons que z — y € RY | alors pour

tout 1=1,...,Non a:
z; — ¥; <0. (3)
D’autre part on a leﬂ( Yi—z;)<||y—=z|. En élevant au carré les deux
i+j

termes et développant, on obtient ) ': i<N (yi —z:)(yj—12;)<0, ce qui
contradit (3). 1

LEMME 2. Supposons que ’ensemble E est séquentiellement compact et que f
est sci, alors l’ensemble f(E) + RY est fermé.

Preuve. Soit une suite (z,), , qui converge vers un point 7€ RV telle que
pour tout n€N on ait z,€f(E)+RY. On peut alors trouver un élément
L, €E tel que

zn_f(un)emiv . (4)

- E étant séquentiellement compact, il existe une sous suite (u,),., (M CN) qui
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converge vers un point %€ E. Par semicontinuité inférieure de f on déduit que
pour tout i=1,...,N
lim sup f;(u,) > fi(w).
Compte tenu de (4), il s’en suit que
z; - fi(w) > lim inf (%, ; - fi(u;)) >0.
D'out e f(E) + RY. Ainsi on montre que f(E) + RY est fermé. 1§
LEMME 2 BIS. Si maintenant E est fermé non vide et f est sci et

séquentiellement inf-compacte (i.e. chaque composante f; a ses tranches de niveau
séquentiellement compactes). Alors f(E) + RN est aussi fermé.

La démonstration est identique & celle du Lemme 2. 1 suffit toutefois de
remarquer que si (u,), CE avec (f(u,)),, st bornée, alors I’inf—compacité
de f nous donne la relative compacité de (u,).

Remarque. De la méme maniére on peut aussi établir la convexité de
l’ensemble f(E) + RY, sous la condition que les f; soient convexes. On peut
maintenant démontrer le résultat principal de cet article.

THEOREME 3. Soit f:E— RN une fonction vectorielle sci définie sur un
ensemble E séquentiellement compact. Alors pour tout ug € E, il eziste G€ E un
optima de Pareto vérifiant

f(@) = f(ug) e RY . (5)
Preuve. Considérons la fonction F définie sur RV par
I(z) = N s si z €Dy
F(z)= Liai®
+00 ailleurs

ou
Do = (f(uo) +RY ) n (F(B) +RY ).

D’aprés le Lemme 2, I’ensemble D est fermé non vide; par suite F est sci et non
identiquement +co. D’autre part on a les inégalités suivantes:

inf F(z) = inf I(z) > inf _U(z) > Elj_l(inf fi(w)),
2eRY 2€ D, z€f(E)+RY = ueE

d’ou l'on déduit, puisque f est sci, E séquentiellement compact, que

inf F(z) > —o0.
zElRN
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a) Supposons que I(zg) = infp I, avec zg=f(uo), alors pour tout z€Dg et
vérifiant z +zyon a:
z —zo) +l|z0 — 2|l > Uz—20) >0. (6)

b) Supposons maintenant que I(zo) > infp,!, et prenons € =I(zg) — infp,! alors
I(zg) < infp,l + €, soit que
F(z¢) < inf F(z) + €.
zEIRN

Utilisons le principe variationnel d’Ekeland avec A = ¢, il existe Z€ D tel que
F(Z) < F(z) + |z -z VzeRV et z+7.

Ainsi on a Z— f(ug) € RY (par définition de D) et par suite
(z-Z)+|z-2Z|| >0 VzeDget z+I. (7

Revenons au Lemme 2, de (6) avec T=z,, et (7) on déduit que tout point z€ E,
vérifiant f(%) =Z, est un optima de Pareto qui satisfait la relation (5). I

En tenant compte du Lemme 2 Bis, on peut obtenir la méme conclusion en
supposant seulement que E est fermé non vide, mais en exigeant que f soit
séquentiellement inf—compacte.
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