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DEFINITONS ET NOTATIONS

DEFINITION 1. Soit E un R-espace vectoriel normé de dimension >2 et
soit (u,v)€ E2. On dit que:

i) u est orthogonal & v au sens d’Alonso (ou au sens de I’aire), ce que I’on
notera par u A v, si et seulement si: ou bien ||u|-|v|=0 ou bien {u,v} est un
systéme libre et u,v,—u,—v partagent la boule unité du plan qu’ils engendrent
(identifié & R2) en quatre parties de méme aire (cf. [1]).

ii) u est orthogonal & v au sens de Birkhoff, ce que I’on notera par u _L B v,
si et seulement si: |Ju] <|lu+Av|, VAR (cf. [6]).

iii) u est orthogonal & v au sens de Carlsson, ce que ’on notera par
v 1Cu, si et seulement si: ) ¢pem a | Opu+cv]|2=0, ol ag,bg,ci sont des réels
tels que 31 chem b= T1<ham =0 €t T cham spbrcr=1 (cf. [7]).

L’orthogonalité isocéle _L! et l’orthogonalité de Pythagore _LP étudiées
par James dans [10] sont deux cas particuliers de lorthogonalité _1C. Elles
correspondent respectivement &: m=2; a;=—ay=2; b;=by=1/2; ¢;=—co=1/2
eta m=3; ay=—ag=—a3=1; by=by=1 et b3=0; ¢;=c3=1 et cp=0.

iv) u est orthogonal & v au sens de Dimminie, ce que l’on notera par
u 1D, si et seulement si: sup{f(u)g(v)—f(v)g(u)/f9€S }=|u|-|v| ou S
est la sphére unité du dual topologique de E (cf. [9]).

v) u est orthogonal & v au sens de SinTer, ce que ’on notera par u 15 v, si

pr il =lwn -l ¢ 02

INTRODUCTION

et seulement si: ou bien ||u|-||v||=0 ou bien I

Dans un espace préhilbertien toutes les relations définies ci—dessus
coincident avec l’orthogonalité usuelle (d’ou l’appellation d’orthogonalités
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généralisées qu’on leur donne). En revanche, dans un espace normé quelconque ces
relations cessent d’étre équivalentes en général, et plusieurs caractérisations des
espaces préhilbertiens sont basées sur le fait qu’une orthogonalité généralisée
pouvait en entrainer une autre (cf. [1] et [3]). Ainsi a—t—on le résultat suivant:

THEOREME 1. ([1],[4],[5]) E est preéhilbertien si et seulement si l'une des
implications suivantes est vraie:
11X =Y
ou Xe{A,B,D,S} et Ye{I,P}.

Le but de cet article est de généraliser ce résultat en établissant la
conjecture suivante die & J. Alonso et & C. Benitez [3]: E est préhilbertien si et
seulement si |X = 1C ou Xe{A,B,D,S}.

A cette fin nous généralisons d’abord les théorémes 5.3, 6.3 et 6.4 de [7], qui
sont énoncés pour des fonctions de classe C!, aux fonctions primitives de fonctions
reglées. Ensuite nous démontrons cette autre conjecture (qui entraine la premiére)
de [3, p. 126]: E est préhilbertien si et seulement si pour tout plan PCE et pour
tout u€ P, il existe v€ P—{0} tel que u 1 C Av pour tout ) réel.

PRELIMINAIRES

LEMME 2. ([7], lemmes 4.1 et 4.2, p. 305) Soit P un plan vectoriel inclus
dans E et soit C={u€P/|u|=1}. On a alors:

i) V(u,v)€e C?, [lu+Av]|2=22+O(X) pour |A|— oo.

it) Il existe une partie D dense dans C telle que si ue D et ve C sont tels
que v 1B v, alors ||u+Av)2=1+0(A2) pour |A|— 0.

Soit maintenant f:R—— R et soient d;,...,dy et o;<...<ay des réels et
h(t)=LE1<uan duemll. Dans [7], S.O. Carlsson a démontré une condition
suffisante pour que f soit développable en F—série relativement & h, (cf. [7],
définition 5.1, p. 307 pour la définition de F-série). Son résultat peut étre
généralisé de la maniére suivante:

LEMME 3. ([7], théoréme 5.3) Si f est la primitive d’une fonction réglée sur
[oq,ay], alors la F—série de f rélativement & h converge vers f sur|ay,ap|.

PREUVE. Il suffit de reprendre la démonstration de [7] et de constater:
— D’une part que la formule d’integration par parties: f ab( gh’)=[gh]2 - f ab( g’h),

est valable non seulement pour g et h de classe Cl mais aussi pour g et h
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primitives de fonctions réglées ([8, proposition 8.7.5, p. 158]).
— D’autre part que f’ est bornée sur tout [a,b]CJay,ay[ car f est réglée. 1

Maintenant en utilisant le lemme 3 ci—dessus et en suivant de pres la
méthode de Carlsson dans [7], on peut démontrer le résultat suivant:

LEMME 4. ([7], théorémes 6.3 et 6.4) Soit ¢ une primitive de fonction
réglée telle que: Ti¢perPy 9(Aq)=C1+22C,, (AeR) ot C1=Ti¢uerPy
C2=21<ph<,.puqu2 » BiguerPuqu=1 et ¢+0, p=1,.,r Si ¢ admet le compor—
tement asymptotique suivant:

©(A)=224+0(A) pour [A\|—= o0 et (A)=1+0(A2) pour |A|— 0,
alors elle est nécessairement paire.

RESULTATS PRINCIPAUX
Voici 3 présent les principaux résultats auxquels on aboutit:

LEMME 5. Si (u,v)€E? est tel que uw_1C Av pour tout A réel, alors
u 1B ‘

PREUVE. Posons
F(A)=Z1chemallbpu+ o], G={k/1<k<m et byc >0},
p=Yrecubrc et ¢=1-p.

F admet une dérivée i droite en 0, soit F,(0), et moyennant un calcul
élémentaire on obtient: F,(0)=2|u|(pN,(v,v)+gN_(u,v)), ou N,(uv) et
N_(u,v) désignent respectivement la dérivée & droite et la dérivée a gauche en 0
de la fonction convexe A— [|u+Av].

Par hypothése on a: F,(0)=0, soit en écartant le cas trivial ou z =0:

PN (,v)+ gN_(u,v)=0. (1)
En changeant v en —v et en remarquant que N_(u,—v)=—N,(u,v) on obtient:
N (w,v)+pN_(u,v)=0. )

De (1) et (2) on déduit que: N_(u,v)<0<N,(u,v) (en fait N_(u,v)=N,(v,v)=0 si
p+q et N_(uv)=-N,(u,v) si p=q) et par conséquent la fonction convexe
A— |u+Xv| admet un minimum en 0, autrement dit u 1B v. 1

THEOREME 6. Si pour tout plan P inclus dans E et pour tout veP, il
eziste veP—{0} tel que u _1C v pour tout X réel, alors l'espace E est
préhilbertien.

PREUVE. Soit P un plan vectoriel inclus dans E et soit € P. On va
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d’abord démontrer ’existence de ve P—{0} tel que [u+Av[|=|u—Av| pour tout
A réel. On ne perd pas en généralité en supposant |u|=1. Soient D la partie
dense dans C={z€ P/ |u||=1} donnée par le lemme 2 et p())=|u+Av|2

1) Si weD:

On dispose de we P—{0}, qu’on peut supposer de norme =1 tel que
v 1C Av pour tout A réel. Par le lemme 5 on a également u B v et donc
@(A)=1+ O(A2) pour A-0 et p(A)=A2+0()) pour |A|— oo (cf. lemme 2).
Par ailleurs le fait que u _LC )\v se traduit par: Tjcpemarlbru+Aciv]|2=0, ou
encore en changeant de notations:

T1<j<rPj 9(Agj)= C1+A2C,,

0u Cy=X1¢j<rPjy Co=Ti14j<rPid? , Ti<j<rPiqi=1 €t ¢;#0, j=1,..,7.

Mais la fonction ¢ est convexe, donc elle est dérivable sauf peut—étre en
dehors d’un ensemble dénombrable; de plus elle est partout dérivable a droite et
sa dérivée & droite ¢, admet en tout point une limite & droite et une limite &
gauche (cf. [11], T 7,bis, p. 56). En résumé ¢ est une primitive de la fonction
réglée o,.

Enfin d’aprés le lemme 4, ¢ est paire et par conséquent [u+Av||=|u—Av|
pour tout A réel.

2) Si uw€eC quelconque:

D étant dense dans C, il existe (u,)€D telle que lim ||u, —u|=0. D’aprés
le 1) pour chaque entier n il existe v,€ C tel que |u, +Av,||=|u,—Av,| pour
tout A. Comme (C,||-||) est compact, il existe une sous—suite (v,) de (v,) qui
converge vers un élément v de C. En passant & la limite (n’— oo) dans
[|en 4+ Avg || = |up— Ay, on obtient ||u+Av||=|u—Av| pour tout A réel.

En résumé, pour tout plan vectoriel PCE et pour tout u€ P, il existe ve
P—{0}, tel que pour tout A on ait |u+Av|=|lu—Av||. Par conséquent E est
préhilbertien d’aprés [10, corollaire 4.7]. 11

COROLLAIRE 7. Si l'une des orthogonalités 1A 1B 1D et IS entraine
lorthogonalité L C , alors E est préhilbertien.

PREUVE. Chacune des orthogonalités 1A, 1B D et 1S est i la fois
existante et homogéne (voir [2. p. 13]), donc pour tout plan P inclus dans E et
pour tout uw€P, il existe ve P—{0}, tel que u X Av pour tout A réel, on
Xe{A,B,D,S}. I suffit maintenant d’appliquer le théoréme 6 pour conclure. 1
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