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RESUME

Nous détérminons un intervalle ]a,b[ tel que si 'équation stochastique
i
X;=z +f0 o(X,) dB,
admet une solution faible non trivialle alors la restriction de o a cet intervalle ne

peut s’annuler sur un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive.

Dans [1], les auteurs ont montré que si ’équation differentielle stochastique

Xy=2+ [ 0(X,)dB, (z€R, fixé) *)

admet une solution faible vérifiant [ ° 02(X,)ds=+o00, alors ¢ ne peut étre nulle
0 s

sur un sous ensemble de R de mesure de Lebesgue strictement positive. Dans
cette note, nous utilisons les temps locaux pour améliorer le résultat de [1]. Nous
donnons également une condition qui assure la divergence des solutions de (¥*).

Le résultat principal de cette note est le

THEOREME. Soient a=—|sup;(X;—2) |lo, b=|sup;(X;—2)*|o (éventuelle-
ment infinis), si l’équation (*) admet une solution non triviale, alors o, restreinte
a Vintervalle Ja+z,b+z[ ne peut s’annuler sur un ensemble de mesure de Lebesgue
strictement positive.

Démonstration. On suppose z=0 pour alléger I’écriture. Pour ¢>0 on
pose T, =inf{t>0/X;=a+c ou X;=b—ec}. Soit ¢;>0 fixé; il existe ¢;>0 tel que
si T=Teyo et L} est une version bicontinue des temps locaux de X, on a
ELY>e>0, Vy€]a+ep,b—eg[. Par la formule d’occupation on a:

fon(X,)d<X>, = Z:gg f(y)L{dy, (f borelienne bornée).
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Si N={zeR/ o(z)=0} et f(z)=Iy(z), on a:
ST In(X)d<x>, = [T Iy (X,) 0X(z)ds =0

) T b—eg/2
So () d<X>, = [ V% Iy (y) Ly,
et par suite:
b-eg/2
0= 1792 Iy (W E(LHdy>e AN n]a+eo/2,b - co/2]

(A désigne la mesure de Lebesgue sur R), donc NN]a+ €p/2,b—¢€g/2[ est de
mesure nulle, en faisant tendre ¢, vers 0 on a le résultat desiré. 1

COROLLAIRE. Si o est une fonction réguliére et si N est de mesure de
Lebesgue strictement positive, alors toute solution de (*) est convergente.

Remarque. Si P[<X>,=+00]>0, alors par changement de probabilité en
une probabilité équivalente on peut supposer que X est une martingale locale
divergente, donc b=+00 et a=—00 et par suite N est de mesure de Lebesgue
nulle. En général, méme si N est de mesure nulle, X ne diverge pas, comme le
montre ’exemple trés simple suivant: la solution de ’équation

X, =1+ [} X,dB,

est X =exp(B;—t/2); X est convergente vers 0 et on ne peut avoir f 3 X3d3=

+00, sauf sur un ensemble de mesure nulle. Pour assurer la divergence des
solutions de ’équation (*), il faut une condition plus forte; c’est le:

THEOREME. Si 02 est localement intégrable, alors toute solution de (*) est
divergente.

Démonstration. Nous allons montrer que

fom 0%(X,)ds=+00 p.s.

Si 4;= f Ot 02(X,)ds, il existe un mouvement brownien B tel que Xt=z+BAt.
Supposons que P[Ay<+oo] est soit we{Ay<+oo}, t=f0t oY X,)dA, =
fOA‘ o-2(z+B,)ds et +oo=f0A°’a'2(z+l§,)ds. Mais par la formule de densité
d’occupation on a:

fOAm("’) 0—2(‘1;4_3;)(15;:j‘IR 0‘2(z+a)L;m(w)(é)da
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la fonction continue av—»LZ () est a support compact K, avec:
® :
K= [inf3<Aoo(w) By, SUPs< A (w) Bs]

f[R 0‘2(z+a) Lzm(w)da <SUPgek Lzm(w) . K 0‘2(z+a)'da
or X n’est pas triviale, donc:

supaeKLZm(w)>0 et fK 0-%(z+a)da=+00.
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