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Pour certaines equations différentielles stochastiques réelles qui ni possédent
pas D'unicité trajectorielle, nous montrons qu’il y a unicité trajectorielle de
certaines fonctions de solutions.

Considérons l’e.d.s.

dX,=sgn(X)dB, (Xo=0),5gn(2) =150~ Loco. (*)
Si X est une solution il en est de méme de —X, et X#0 donc il n’y a pas
d’unicité trajectorielle pour cette e.d.s. Cependant nous allons prouver qu’il y a
unicité trajectorielle de la valeur absolue des solutions.

PROPOSITION. Soient X1 et X2 deuz solutions de (*) relativement au
méme brownien B. Alors on a | X1| =|X2|.
Preuve. Par la formule de Tanaka, il vient que:
|X,| =B, +LY(X) =B, + 3 LI(| X])
et il est bien connu que cette e.d.s. posséde la proprieté d’unicité trajectorielle. 1§

Plus géneralement, si b est une fonction borelienne localement bornée
impaire, on considére l’e.d.s.

X,= [} sen(X,) dB, + [ b(X,) ds. (*%)

THEOREME. [l y a unicité trajectorielle de la valeur absolue des solutions de
le.d.s. (¥*).

Démonstration. Par la formule de Tanaka et le fait que b est impaire on a:

1X,| =B, + [, b(1%,]) ds+L9(X)

i
1X,| =B+ [Fb(1X,]) ds+ 5 LI(] X]).
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Considérons ’e.d.s.
[ Yy =B+ [ b(Y,) ds+ 3 LO(Y)
LY >0

Cette e.d.s. posséde ’unicité en loi car (**) la posséde, de méme si Y; et Y, sont
deux solutions on a:

L(t)( Yl_ Yz) = 0
Nous allons montrer que le sup de deux solutions est également solution.

VY=Y +(Ye-Y) = [Plypsy Yo+ [ ly,er, dYy =
B+ [\ b(¥,VYy)ds+} [fo lyyory LS(Y3) + [ 1y ay, L9 (Yl)]

en utilisant le théorem 2 de Ouknine [2]. On voit que Y; VY, est solution de
d’e.d.s., il en est de méme de Y; A Ys.

Quitte a arréter en un temps d’arrét convenable on peut supposer que
Y] + Y5 <N. 1l en resulte donc d’aprés ’unicité en loi que

ElYl—Y2|=E(Y1VY2— YIAY2)=O
d’ou Y; =Y, et par suite |X!|=|X?2|.

Si X! et X2 vérifie ’e.d.s. (**), I'imparité des fonctions z+——sgn(z) et
z—b(z) jouent un rdle important pour I’unicité de la valeur absolue. Récement
M.T. Barlow a montré que l’e.d.s. dX;=(alyso—bly<o)dB; ne posséde pas la
propriété d’unicité trajectorielle. Cependant nous avons le résultat suivant: soient
X! et X2 deux solution de I’e.d.s.

thfot (a1X>0_b1X<0)dei a>0, b>0 et a#, (***)

relativement au méme brownien B.
THEOREM. Soient X1 et X2 deuz solutions de (¥**) et
F(z)=a-lz*+ b1z .
Alors F(X1) = F(X2) p.s.

La preuve de ce résultat est analogue aux précédentes et utilise la remarque
suivante:
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Remarque. Si X et Y sont deux semimartingales positives continues et
X-Y=0, alors

LY(X+Y)=L(X)+L(Y).
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