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We show that the Banach algebras with continuous involution

re the Banach ebras which admit arn harmonic functional calculug,

ne anach al

are g
while we prove that the hermitian commutative Banach algebras are
exactly the involutive commutative Banach algebras that admit a real

analytic functional calculus.

I. Définitions. Soit A une algébre de Banach unitaire, U un ouvert
de C et h(U)(resp.H(U)) 1'ensemble des fonctions harmoniques sur U
(resp. 1'ensemb1é des fonctions holomorphes sur U). Nous désignerons
par AU 1'ensemble de tous les élements de A dont le spectre est con-
tenu dans un disque ouvert que]conque4contenu dans U et par BU 1'en-

semble de toutes les fonctions a@ valeurs dans A définies sur AU.

On dit qu'une algébre de Banach unitaire A posséde un calcul
fonctionnel harmonique si, pour tout ouvert non vide U de C, il
existe un morphisme ¢ de h(U) dans BU vérifiant les propriétés sui-
vaﬁtes:

1. Sa restriction a H(U) gst un morphisme d'algébres unjtaires.et
f>¢(f)(x) est continue pour tout x dans AU'

2. o(2) (x+y)=6(2) (x)+6(Z)(y) et ®(Z)(xy)=9{2)(y)e(Z)(x) pour tout
x et Fout y tels que x,y,x+y et xy soﬁt dans-AU, en notant 2z

1a fonction x+X.
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3. ¢(i)(¢(g)(x»=¢(g)(x) pour tout x dans A, et g dans h(U) tel que
¢(g)(x) est un élement de Ay

4. 11 existe k positif tel que : [p(2)(x)[lcklx]| pour tout x dans A;.
Soit A une algébre de Banach unitaire commutative involutive.

On dit que A posséde un calcul fonctionnel analytique réel si, pour

tout élement a de A et pour tout ouvert U de R? contenant SpAa, il

existe un morphisme unitaire ¢a de A(U), 1'algebre des fonctions, 2

valeurs complexes, analytiques sur U au sens réel, dans A vérifiant

les propriétés suivantes.

1. Si a = a1+1a2, avec a; et a, hermitiens et si Xy et Xy désignent

. 3 2 . = =
les fonctions coordonnées sur R%*, on a : ¢a(x1) a; et ¢a(x2) a,.

2. f(SpAa)=SpA¢a(f) pour tout f dans A(U).

I1. Caractérisations des algébres de Banach involutives.

Nous avons montré dans / 1/ que toute algébre de Banach uni-
taire munie d'une ;nvolution continue posséde un caicul fonctionnel
harmonique au sens de la définition précédente. De plus on a la :
Proposition 1. Soit A une algébre de Banach unitaire complexe. Si A
posséde un calcul fonctionnel harmonique, alors A admet une involu-
tion continue.

Remarque 1. Soit A une algébre de Banach unitaire qui posséde un
calcul fonctionnel harmonique. Alors, les application ¢ sont injectives.
EEEEEHHS_E; Si dans la définition du calcul fonctionnel harmonique on
supprime la conditijon 4, la proposition 1 reste vraie sauf la conti-

nuité de 1'involution.

I11. Caractérisation des algébres de Banach unitaires commutatives
hermitiennes.

Dans /717/, on a construit un calcul fonctionnel analytique
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réel dans les algébres de Banach unitaires commutatives hermi-
tiennes. Ces algebres sont exactement celles qui admettent un

tel calcul fonctionnel.

Proposition 2. Soit A une algébre de Banach unitaire commutative
involutive. Si A posséde un calcul fonctionnel analytique réel,

alors A est hermitienne.

Dans 1;1:2 , nous avons travaillé en munissant A(U) d'une to-
pologie limite inductive. Une autre top61ogie naturelle sur A(U)
est la topologie de 1a convergence uniforme sur les compacts de U.
Nous munissons A(U) de cette topologie, et nous obtenons la :
Proposition 3. Soit (A,||) une algébre de Banach unitaire commuta-
tive et semi-simple. Alors les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes
1. A posséde un calcul fonctionnel ana]yfique réel et les applica-

tions ¢a,aeA,‘de A(U) dans (A,l|s]]) sont continues.

2. A est une m*-a1§ébre pour une norme équivalente a |||
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