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El objetivo de este trabajo es analizar c6mo se comportan las soluciones de una Ecuacién en
Derivadas Parciales (EDP) ante la presencia de determinadas perturbaciones aleatorias. Es decir,
si las soluciones de una EDP son estables (en algin sentido), j¢émo han de ser las perturbaciones
para que la ecuacién siga teniendo las soluciones estables?

La importancia del estudio de estas EDP estocésticas estd en que intervienen, como es bien
sabido, en la modelizacién de numerosos fenémenos con origen en Fisica (fenémenos de difusion),
Biologia (problemas de genética de poblaciones), Quimica, etc... Mas aun, con frecuencia, en estas
ecuaciones aparecen funciones de retardo, debido a que, al estudiar la evolucién en el tiempo de un
fenémeno regido por ecuaciones diferenciales, en lo que va a suceder en un determinado instante
influye lo que ya ha ocurrido anteriormente, es decir, la historia del proceso.

La situacién en la que vamos a trabajar es la siguiente:

Sea (R, F,(Ft)i>0, P) una base de procesos estocasticos, i.e. (Ft)i>o es una familia creciente
de sub-o-algebras de F y continua por la derecha; (2, F,P) es un espacio de probabilidad
completo y Fo contiene todos los conjuntos P-despreciables de F. Sea w; un proceso de Wiener
real normalizado y adaptado a F;. De otro lado, si X es un espacio de Hilbert separable y
h,T > 0 denotamos por I?>(—h,T;X) al subespacio cerrado ( y por tanto completo) del espacio
de Hilbert L%(Q x [—h,T],F ® B([-h,T]),dP ® dt; X), formado por aquellos procesos que son
adaptados a F;, donde Fy = Fo si t < 0. Asimismo, suponemos bien conocida la teoria de
integracién estocastica (véanse, por ejemplo, Caraballo [1], Real [5) y Pardoux [4]).

Sean V y H dos espacios de Hilbert reales separables con normas ||-|| y |-| respectivamente.
Suponemos que V «— H ,i.e. V est4 contenidoen H con inclusién continua y densa (con constante
de inyeccién igual a 1). Identificando H y su dual H', se tiene V < H = H' < V. Por iltimo
denotaremos por < -,- > el producto de dualidad V',V .

Dados los operadores lineales continuos A, B,C tales que A € L(V,V’), B, C € L(V,H),
las funciones (de retardo), p(-), 7(-) verificando qué p,TE CY([0,400);IR); 3A>0: —h<
p(t), T(t) <t, p'(t), T(t)>1 Vt>0,y el dato inicial ¢ € I3(—h,0;V) N L3(Q;C(~h,0; H))
(donde por' L?(Q;C(—h, 0; H)) denotamos el espacio L2(Q, F,dP;C(—h,0; H))), se verifica (véase
Real [5]) que bajo la hipétesis de coercividad: )

(c1) IveER,e>0: —2< Az,z> +v|z|> > ¢||z|* + |Cz*, VzeV,
existe un \nico proceso (Z:)s>-hn que ‘es solucién del siguiente problema:
z¢ € I*(=h,T; V)N L3(Q; C(~h, T : H)) VT >0
1) { z: = 9(0) + fo'(Az, + Bz,(;)) ds + f: Czyydw,, P—cs., Vt>0
Ty = ¢(t) ) t€ [—h,O].
Es usual escribir la ecuacién de este problema en términos de diferenciales estocésticas como

(1‘) dzs = (Az, + BS,@)) dt + Cz,,(,) dw; WVt >0.
En el caso particular en que C € L(H), la condicién (c1) se puede relajar a
(c2) JveR,e>0: —2< Az,z > +v|z|> > ¢||z|?, VzeV.

En esta situacién, vamos a establecer condiciones suficientes para obtener estabilidad asintética
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exponencial de las trayectorias del proceso solucién de (1). Previo a éllo, se obtienen condiciones
suficientes de estabilidad exponencial para el segundo momento de dicho proceso solucién siempre
que B, C sean “pequefios”.

TEOREMA 1. Sea z; la solucién de (1). Se verifican:
i)Si Ja>1: —-2<Az,z>>c|zl?+|Bz*+|Cz*, VzeV,

entonces la solucién de (1) satisface:

@ INK>0: Bl <KWl Ve 20, con ] = max{E[w(O)I, J°, O i
ii) $i B, C € L(H) 'y se verifican (c2), (H1). y (Ha2), donde

(Hy) 3y,6>0 : |Uy|<6e~", Vt>0 (aqui |-| es la norma de L(H)),

(H2) 3m, 150 : (1+1+m)6—]B|2+(1+ )-6—-|Cl’<1
entonces también se verifica (2).

Demostracién. i) Aplicar la férmula de It5 al proceso e**|z;|? (véase Caraballo [1]).

ii) Por ser p'(t) > 1 y 7/(t) > 1 Vt > 0, existen dos constantes k;, ks € IR tales que
pl(t) <t+ky,7(t) <t+ky, VE> 0. De otro lado, es conocido (véase Dautray—Lions [3])
que el operador A genera un semigrupo de operadores (U;)s>0 C L(H) de clase ¢y y por tanto
(véase Chojnowska-Michalik [3]) la solucién de (1) coincide con la solucién generalizada asociada,
es decir,

3) =U(0) + fo Ui, Bz,(,)ds + fo Ui-,C2z,,ydw, P —c.s5. Vt2>0.

Veremos que exxsten K1, >0 tales que [;° eME|z,|?dt < K1|1¢||§ . Tomemos A > 0 tal
que 0<A<7y ud)= (l+m"‘)’£-|%’;.—‘+(l+l‘ + )I%IE;‘:_-‘X)E < 1 (lo cual es posible
gracias a H>)), y denotemos por I()) la integral [;° e*Elz,|? dt. De (3) se sigue

2
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De (H;) se deducen:
®) 1+ [ M EIU(0) dt < ex(1+ DI,

© w0 [ Uie Copydun et < (1+m=) 228 JOPE oMbyl + M 1)
y
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Utilizando' (5)*-(7), la expresién (4) se convierte en
®) 1) < ealllif + (NI,

y de la eleccién de A, existe Ky >0 tal que I(A) < Ki|l|[3.
De la férmula de 1t6, (c2) y la estimacién anterior se deduce (2). 1

Finalmente, de (2) se obtiene la estabilidad trayectorial:

TEOREMA 2.- ([1]) Si la solucién =z, de (1) satisface (2), entonces ezisten o, f > 0 y
existe A CQ con P(A) =0 tal que
Vwe€Q\A FTW)ER : [z(w)] < allpllie P Wt > T(w).
EJEMPLO: Con objeto de ilustrar el resultado anterior consideremos el siguiente ejémplo con
origen fisico:
Sea una varilla unidimensional de longitud 7, cuyos extremos se mantienen a una temperatura
de cero grados. Supongamos que en su interior estd teniendo lugar una reaccién exotérmica siendo
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la produccién de calor en el intante ¢ proporcional a la temperatura que tenia la varilla en el
instante anterior p(t) =t—h (h > 0). Si u(¢,z) denota la temperatura de la varilla en un punto
que dista z del extremo considerado como origen y en el instante £, la funcién u coincide muy
aproximadamente con la solucién de

Ou 6%
(PC) { E(t’ z)= —a—z—z(t, z) + ru(t, z)
u(t,0) = u(t,7) =0, Vt >0, ult,z)=4(t2), t €[-h,0],

donde r depende del tipo de reaccién y v es una funcién conocida. No es dificil comprobar que si
r = rg =constante y satisface que r3 < —1—2a (lo cual exige que a < —1/2) entonces la solucién
de (PC) es exponencialmente estable. Sin embargo, suele ocurrir que el tipo de reaccién varia de
forma aleatoria, es decir, suelen aparecer perturbaciones estocasticas, lo que nos lleva a modelizar
el problema de la siguiente forma: suponiendo que r = ro + 1w (donde w es un ruido blanco, i.e.
la derivada estocéstica de un proceso de Wiener), entonces la ecuacién de (PC) se escribe

du(t,z) = (—a-——(t z)+rou(t—h z)) dt + riu(t — h,z)dw; .

(Observemos que cuando r; — 0 la ecuacién se aproxima a la de (PC)).

Tomando (véase Caraballo [1]) V = H}(0,7), H = L*(0,7), A= —ad?/dz? , B=1r,I,C =
riI, 7(t) = p(t) =t — h, el problema perturbado ya queda encuadrado en el marco que estamos
trabajando. Ademds —2 < Au,u >= —2a||u||?, |Bu|* = rd|u|?, |Cuf* = r}|u|?, luego aplicando
el apartado i) del Teorema anterior, si existe @ > 1 tal que —2a > a+ 13 +rf, o lo que es
lo mismo, rZ +r? < —2a — 1, se tiene estabilidad exponencial para el segundo momento de la
solucién. Observemos que cuando r; — 0 la estimacién obtenida es la que tenfamos para el caso
determinista.

De otro lado, para obtener alguna estimacién cuando 0 > a > —1/2, aplicamos-el apartado
ii). Resulta que (H,) se verifica con y = —a, § =1,y en ese caso (H3) se escribe

9 14171 R (1+m T <1
) a+ +m)m+( +m )= <1

Esto significa que dado a < 0, siempre que las perturbaciones retardadas con coeficientes ry, vy
sean pequefias, en el sentido de que se verifique (9), se propaga el cardcter eiponencialmente estable
de las soluciones del problema determinista al perturbado, lo cual tiene un especial interés desde
el punto de vista de las aplicaciones.
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