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Le diametre d'un ensemble compact A d'un espace metrique quel
conque est defini comme la distance maximale des deux points x,y € A. En
etudiant quelques problemes sur la theorie des fonctions, Borsuk a prouvé
la suivante: Si la sphére unitaire n—dimensionnellq B" est partagée en n
sous-ensemble Ai" i€ {l,....n} , 11 existe un sous-ensemble Ai de diamg"
tre 1. On a apparu naturellment une question plus generales: Etant donné

l'ensemble compact A C E® de diametre diam A 20,1l existe un partage
n+l .

A=U Ai de sorte que diam Ai ¢ diam A? Nous mentionnons que la réponse,
i=1

affirmative, est connu pour n € {2,3} ; de plus cette question a resté

ouverte pour ny 4.

Dans ce travai]: nous utilisons une autre definition du diame
tre: Soit pour 1 ¢n ¢d, G(n,d) l'ensemble des n-planes de l'espace eucli
; d da . Gi mmme——= Max
dien E, KCE un ensemble compact, convexe et: d:.a.mn K F£G(n,d)
arian FaK, (ici aria F K denomme la mesiure Lebesque n-dimensionelle de
l‘ensémble FA K). Naturellment on pose la question d'estimer le plus pe

tit nombre b(d,n) avec la propriete‘ que pour KC Eq, il existe le partage
b(d,n) .

K= U K., (Ki convexes) ainsi que diamn Ki (diamnK. On voit que pour
i=1

n=1 cela c'est le probléme de Borsuk audessus mentionné.

THEOREME. Si d % 2, b(d,d-1) £(3 4 2d-1'd/wd_l)+1. ou wd=v01ume B-d. Une
section F € G(n,d) est denomme n-section maximale pour 1'ensemble K si
ciiamnK=a.ria.n Fn K. En general le nombre des n-sections maximales est infi
ni, 'mais si n=d-1, le nombre des n-sections maximales Fi avec Fin FJ.I\ K=¢

est fini. Pour montrer ce¢i soit:

pr_(K)=max arianpr K ou pr_ K est la projection orthogonale

Fé& G(n,d) F

F
de l'ensemble K sur le n-plane F.

PROPOSTION 1. (|3]). si t GQBd, dg~ est 1l'element d'aire sur la sphere
? Bd, alors’ ' - '
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jaBd pr. L K do =W, 1 aria K

ou t+ c'est l'espace orthogonale du vecteur t. Ce resultat est atribué

a Cauchy et la demostration est donné dans |3|.

PROPOSITION 2. Si l1l'ensemble K est convex, compact on peut trouver un

simplex S i dimension d ainsi que volume S 2§§— volume K.

Demostration. Suivant la compacité de 1l'ensemble K soit S
un des simplexes qui satisfaient S ¢K, volume S est maximale, et Xya-nes
X 4,1 S€S sommets. De ga il en resulte xic- )K, et 1'éxistence des hiperpla

nes d'appui Pi9xi, de sorte que: . “

f‘. “(xl v Xpaeeea Xy 1aXL e X )=Ri ,autrement on peut trouver

un point y pour qui dist(y,(Ri))) dist(xi,(Ri)) donc volume (yx SRS

1 1
X L..X ) y volume (X ...x_

. o ,
ie1 Qs+l 1 o+l) qui contredit 1'hypothese.

Soit: Hi le demiespace determiné par 1l'hiperplane Pi' qui con

d+l \ :
tient 1'ensemble K; alors: KC N H,=S' ou S' est un simplex homothetique
i=1

a S de rapport -2, donc volume, K £ volume S'=2d volume S qui conclut la

preuve de notre proposition.

.

PROPOSITION 3. Pour K un ensemble convex, compact nous avons pr a1 K ¢
d-1 )

2 diam d-1 K.
pr'd_ll(=a.x‘:i.ad_l

erK. De la proposition 2 il resulte qu'il existe le simplex SOC prp K

X0y sont les sommets du

Demonstration. Soit F € G(d,d-1) ainsi que:

ol' "
SaXg qui se projectent respec -

R 1 . .
avec aria, . S°7, F aria, | prg K. Si x
simplex So' on peut trouver les points Xpoe-

tivement en Xopr =X sur l'hiperplan F.

od
Donc les

points x x , definent un hiperplan G et: ariad_l(x

1'%

“.,X.)=aria.
1 a 4
So/cos 4(F,G) 7 aria S_ % ;d—_— aria

1 -1

K mais: aria (x,.-.x.)¢&

d-1 "o 1 d-1- PTF a-1'%1°" %’ ¢

ariad 3 GaK diamd_l K et les dérniéres relations finissent la preuve.

PROPOSITION 4. Le nombre des (d-1) sections maximales mutuellement dis

jointes c(d)verifie: c(d)<d 291 /w

. d "da-1°

Demontration de la theoreme. Soit Hl' . "'Hv un ensefnble maxi
"male des (d-1)-sections maximales disjointes, Hiif des sections simetri
ques par rapport a HJ., 3 distance € prés de 1l'hiperplan Hi(é‘ est sufissa

ment petit). Soit Qi un hiperplan qui partages Hi(\ K dans deux souensem
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c 1. . .
1 Ai—ar'lad_1 Bi—§ ar':Lad_.1 HAK et aussi:

P-4 (Qi(\ Hi):;lz-'r donc Qi determine les ensembles convexes AfL, B].E_ qui partagent

€ (ys S € 3
:L-g (Hi Hi)/\K et AicAi, Bi(_Bi.

Pour' £ sufissament petit diam(i

bles A., B, ainsi que aria,
i i a-

8BS (di K=1
1 1 B; Caiam, , K=1,
sinon il existe la Suite Er —~O0 et les sections Vi' dans les ensembles

afe
1

£ ..
A, diam,
i d-

: £,
V(e{l,z,...,n,... } ou dans les ensembles Bi' Yeeli,2,....n,...}
ainsi que am‘.ad 1 \lie" A Ai‘S’ =1 (respectif avec Biér en place de A{"

' 1 .- € & .
1 Ai_llmr-v .glamd—l Vi N Ai =1 qui est false. Cega nous
dom}g que pour ¢ sufissament petit: diamd_
(VIS £
K\Y) A uB;
nent pas des (d-1) -sections maximales donc diamd_

donc 1/2=ariad

. 3
A., diam. B. {1 et comme
1 i a-1 i
a (v+l) composantes convexes disjointes Ci' qui ne contien

1 Ci<diamd-1 K pour ne
contredire pas la maximalité du nombre des. (d-1)-sections maximales dis
jointes, on va suivre: b(d,d-1) € 3v+l. De la proposition 4 il resulte la
validqité de la theoreme. ‘

REMARQUE 1. Si on peut estimer meilleur c(d) aussi b(d,d-1)
est majoré plus fine.

REMARQUE 2. Le resultat de la proposition 4 reste valable en
supposant seulement: int (Fit\FJ_r\ K)=b.

REMARQUE 3. L'estimation de la fonction c(d) est assez gros
siére parce que c(d) semble &tre e qual avec 1, pour aucun d 2 1. Sous
la condition plus faible exprimée dans la remarque 2 la nouvelle fonction

c(d) semble étre plus petit que d+l.
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