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NUEVOS RESULTADOS EN TEORIA DE LA
MEDIDA NO CONMUTATIVA

Pedro Morales

La extensién de la teorfa cldsica de la medida a la teorfa de
medidas sobre un conjunto ordenado ortomodular fue motivada
principalmente por su aplicacién a los fundamentos de la Mecdnica
Cudntica. No es extrafio entonces que el primer artfculo de esta
nueva disciplina (llamada corrientemente teorfa de la medida no
commutativa) fuera escrito por J. von Neumann cuatro afios después
de la publicacién de su obra monumental [23] (Ver también [2] vy
[221).

El propdsito de esta nota es de presentar algunos nuevos
teoremas que extienden resultados cldsicos de la Teorfa de la
Medida y que conservan la simplicidad y la brevedad del original.

Expondremos, en primer lugar, algunas nociones bdsicas sobre
la teorfa algebraica de los conjuntos ordenados ortomodulares, ¥y
cuyos detalles el lector los encontrari en las monograffas
recientes de Beran [3].

Sea C un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado.
Denotaremos el supremo (respectivamente, el fofimo) de C, si
existe, por VC (respectivamente, AC). Otras notaciones utilizadas
serdn V{a,b}=aVb, A{a,b}=aAb, {a;i€I} =V,
Magi€}=A cqap V{a;:i€{0,1,...,n} =V, sa,donde n€Ew={0,1,2,...}.

Consideremos el sistema (L,=,’,0,1) donde L es un conjunto, =
es una relacion binaria sobre L, ’ es una funcién de L en L y 0,1
son dos elementos distintos de L. Diremos que L=(L,=,’,0,1) es un
conjunto ordenado ortomodular si

(i) (L,=) es un conjunto parcialmente ordenado;

(ii) O es el mds pequeiio elemento de L y 1 es el mds grande
elemento de L.



(iii) ’ es wuna funcién idempotente y decreciente tal que
aAa’=0 para todo a€L;

(iv) si a,bEL y a=b’, entonces aVb existe;

(v) sia,b€L y a=sb, entonces b=aV(aVb’)’.

Mencionemos los siguientes ejemplos de conjuntos ordenados
ortomodulares:

1) Sea (R,+,.,0,1) un anillo con unidad tal que a.a=a para
todo a€R. Definamos a’=1+a y a<b si y solamente si a.b=a. Entonces
(R,=,",0,1) es un conjunto ordenado ortomodular.

2) Sea S={ASw:lim card(AN{0.1.....0}) existe}. Entonces

c n-y @ n+1 c )
(8,S,%, 9,) es un conjunto ordenado ortomodular, donde A designa

el complemento de A€ES.

3) Sea H un espacio de Hilbert sobre un cuerpo de los mimeros
reales o complejos, y £(H) el conjunto de todos los subespacios
cerrados de H. Entonces (#H),<,;,{0},H) es un conjunto ordenado
ortomodular, donde M, designa el complemento ortogonal de M €<(H).

En lo sucesivo L designard un conjunto ordendo ortomodular.

Se verifica facilmente que 0°=1,1’=0 y aVa’=1 para todo a€L.
Ademds, de los axiomas (iii), (iv) y de la Ley de De Morgan se
deduce que (aVb’y’=a’Ab para todo a,bEL tales que a=b. Se obtiene
entonces del axioma (V) la identidad ortomodular. Si a,b€L y a=b,
entonces b=aV(a’'Ab).

Consideremos la relacién binaria sobre L: a)b si a=b’. Puesto
que as<b’#b=a’, la relacién binaria ) es simétrica. Por
consiguiente, si a,b€EL y a;b, se puede decir que a y b son
ortogonales, Notemos que si a&€L, entonces a;a®a=0.

Sean a€L y M un subconjunto no vacfo de L. Si a;b para todo
bEM, se escribe bM. Se dice que M es ortogonal si M contiene un
solo elemento o bien byM\{b} para todo bEM. El axioma (iv) implica
que si M es un conjunto ortogonal y finito, entonces VM existe.

Decimos que L es O-ortocompleto si el supremo de todo



subconjunto ortogonal y enumerable de L existe

Consideremos un sistema (S, +, 0, U) donde S es un conjunto,
+ es una operacién binaria sobre S, 0 es un elemento de S y % es
una uniformidad sobre S. Diremos que S=(S,+,0,%) es un semigrupo
uniforme si

(i) 1a operacién binaria + es asociativa y commutativa;

(ii) x+0=x para todo xES;

(ii) la funcion (x,y)—=x+y de (5,9x(5,%) en (S5,% es
uniformemente continua.

Es bien conocido que la uniformidad % puede ser gemerada por
un conjunto P de seudométricas comtfnuas p sobre S tales que
pE+z,y+2)=p(x,y) para todo X,Y,2€ES (propiedad de
semi-invariancia). Para pE€EP y x,y,z, z’, y’, z’, en S tenemos la
siguiente util desigualdad:

* p(x+y+z,x’+y’ +2") = p(x,0)-p(x’,0)-p(y.y’)-
-2p(y’,0)-p(z,0)-p(z’,0).

Mencionemos los siguicntes ejemplos de semigrupos uniformes:

1) Sean (G,+,0,7) un grupo topolégico commutativo y % la
uniformidad (bilateral) sobre (G,7). Entonces
Us={{(x,y)€EGxG: x-yEV}: V es un entorno de 0 en (G,0)} y
(G,+,0,%) es un semigrupo uniforme.

2) Sea %,, la uniformidad sobre [0,+®]={xER:x=0}U{+ =}
generada por la  seudo-métrica continua y  semi-invariante

pE,y)= ll_-)l{—-_i - I—%I sobre [0,+¢] (con la obvia convencién

. t%® _
i+ (+oy)

3) Sean (G,+,0,T) un grupo topoldgico commutativo, %, la
uniformidad (bilateral) sobre (G,7) y 2 el conjunto de todos los
subconjuntos n(? vacfos de G. Definamos A+B={x+y:x€EA g y€B} para
todo ABE2 y sea % la uniformidad sobre 2 de base
B={{(A,B)€2°x2°; ASU[B] y BEU[A]}: UE %,}. Entonces (2", +,{0}, %)
es un semigrupo uniforme.

1). Entonces ([0,+ <],+,0, %) es un semigrupo uniforme.

En lo sucesivo S designard siempre un semigrupo uniforme
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separado.

Sea A:L—S. Decimos que

a) 4 es aditiva si 4(0)=0 y A(aVb)=A4(a)+A(b) cuando
a,bEL y a,b; ‘

b) A es o-aditiva si A(0)=0 y, para toda sucesién ortogonal
@ieg en L tal que Viept  existe, se tiene

1i Aa) = AV AT
lim Z:o @) = MVigy 3

¢) 1 es exhaustiva si, para toda sucesién ortogonal (a;),c,,
en L, se tiene lim A(a)=0;
1300
d) 4 es continua en 0 si, para toda sucesién decreciente
(a)igg en L tal que Ao ) 2,=0, se tiene lim A(a )=0.
1300

Designaremos por sa(L,S) el conjunto de todas las funciones
aditivas y exhaustivas de L en S, y por ca(L,S) el conjunto de
todas las funciones O-aditivas de L en S.

Si a€L escribamos [0,a]={bEL: b=a}.

Sean A€sa(L,S) y pEP. Entonces la funcién A:L [0,+ <] definida
por la férmula lp(a)=sup{p[(l(b), 0): b€[0,a]} recibe el nombre de
p-semivariacion de 4. Claramente 4,0)=0, 4,(.)Zp(i(.),0), 4, es
creciente y exhaustiva,

P

Lema 1. Supongamos que L sea G-ortocompleto. Sean 4, #€sa(L,S) y
pEP. Entonces para todo €>0, todo subconjunto infinito M de @ y
toda sucesién ortogonal (a);c,, en L, existe un subconjunto
infinito N de M tal que 4,(V;cy a;) <€ y H(Viey ) <E.

Demostracién. Sea (My),,, una particion de M tal que cada M, es
infinito. Sea b, = iEMkai para todo k€Ew. Es claro que (bye, ©8

una sucesién ortogonal en M. Pero A4, y M, son exhaustivas. Por
consiguiente, existe k,€® tal que lp(bko)<8 y ,up(bko)<8. Entonces

N=M, verifica las condiciones del Lema.
0
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Sea K un subconjunto no vacfo de sa(L,S). Decimos que:
a) K es uniformemente exhaustivo si, para toda sucesién
ortogonal (a); o 0 L, se tiene lim A(a)=0 uniformemente en A€EK.
i>o0

b) K es uniformemente continuo en @ si, para toda sucesién
decreciente (a);c,, en L tal que Ao 3,=0, se tiene lim A(a)=0
iy o0
uniformemente en A E€XK.

Teorema 2. ({17]) (Teorema de Brooks-Jewett). Supongamos que L sea
o-ortocompleto. Si (}'i)ie w ©8 uma sucesion en sa(L,S) tal que
lim A a)=Ay(a) para todo a€L. Entonces el conjunto {4;: i€w} es
1500

uniformemente exhaustivo.

Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces podemos suponer
(pasando a una subsucesién si fuese necesario) que existe p€EP, £€>0
y una sucesién ortogonal (a);c,, en L tal que p(A(a;), 0)=¢ para
cada i€w. Puesto que A Esa(L,S), por el Lemma existe un
subconjunto infinito N de @ tal que (Ag),(V;gna)=&/12. Sea
No=N\{0}.Entonces (1), (V;g Noai) SAg)p(Viena) < €/12.

Supongamos, por induccién, que dado kE® podemos elegir, para
cada j€{0,1,2,....,k}, n;€E® y un subnconjunto infinito N; de @ con
las siguientes propiedades:

(i) 1ny=0

(i) NgN,;, 3; €N y n; es estrictamente mds pequefio que

el menor elemento de N; (donde N,=w).

({i) (4,),(Vign, ) </12
J J

@) Z’=; Pty (@), Ao(a, N=e/12

Puesto que }im Aa,)=2y(a,) para cada j€{0,1,2,... .k},
> o0 J ]
podemos elegir m;€w tal que i€E® y i=m; implica
p(ﬂi(an_), lo(an‘))< &/12(k+1). Pero N, es un subconjunto infinito
) ]

de . Entonces existe n,,; €N, tal que n.,,>max {m;:j€{0,1,...k}}.
Por tanto ) Py (@) A@,)) <E/12 Sea M=NMO,L,..ooms}.
i= o
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Por el Lema existe un subconjunto infinito N,,, de M tal que
(lo)p(ViENk+lai)<8/12 y (lnul)p(ViENHlai)<8112. BEs f4cil ver que

0., satisface las condiciones (ii), (iii), (iv). Luego el proceso
inductivo estd completado.

Notemos que la condicién (ii) implica que n;€EN; y n;#n; si

i*j (i,jEw). Puesto que n; es estrictamente mds pequefio que el

menor elemento de N, njENj. Para demostrar la segunda propiedad,
supongamos que i<j. Entonces i<j-1 y por tanto N;,cN;. Como
n, €N, se sigue que nifNj_l-Luego n;¥n; ya que o €N -

Denotemos bj=Vi€Njai para todo jEw. Sea jEw\{0}. Dado que
N;SN;,; y p€N\N;, se sigue que b;<b,; y aniSbj_l y por tanto
anjsllo‘.lPongamos a=Viek @\0}ta> Y > Para cada k€w\{0}, definamos
=V a“,- y dy=a-V; anj.Es fdcil verificar que el conjunto
{ank,ck, d,} es ortogonal, a=anchkak, ¢, Sb, y d,sb,. Aplicando
la desigualdad (*), las condiciones (iii) y (iv) y la aditividad
de lnk y 4, obtenemos

p(lnk(a),lo(a)) = p(l,,k(ank),0)-p(lo(a,,k),0)-2p(1o(°k),0)-

'p(lnl((ck) ,Ao(ck))-P(lnk(dk) 0)-p(A4(dy),0) =

k-1
23-(}n{)p(a.,k)-Z(}vo),,(ck)- ) p(A“k(a“x)’%(a“i))-
i=1

k-1
(Ao )p(d)-(Ro)p(d) Z 3o, (bo)- ) Pk, (o ),Ao(an))-

j=0
-(Ank)p(bk)—(lo)p(bo) >6-6/4-6/12-6/12-8/12=€/2

para todo k€w\{0}, lo que es una contradiccién puesto que el
conjunto {n,: kEw\{0}} es infinito.

Corolario 3: ([17]) Supongamos que L sea O-ortocompleto. Si

(A4);cy, ©5 una sucesin en sa(L,S) tal que }im A(a)=4,(a) para
500



todo a€L y 4, es continua en 0 para todo i€w\{0}, entonces 4, es

continua en 0 y el conjunto {4;; iE®} es uniformemente continuo en
0.

Demostracion: Es fdcil de verificar que 4, es continua en 0. Por
el teorema, el conjunto {4;: i€w} es uniformemente exhaustivo.
Supongamos que este conjunto no es uniformemente continuo en
0.Entonces podemos suponer (pasando a wuna subsucesién si fuese
necesario) que existe pEP y €>0 y una sucesién decreciente (aj);<,
en L con A ,3,=0 tal que p(4(a;), 0)=¢ para cada i€w,

Elijamos k,=1. Como Ako es continuo en 0,existe k, Ew\{0} tal
que p(lko(akl), 0)<é&/2. Como lkl es continuo en 0, existe
k,€a\{0,1,....k;} tal que p(lkl(akz), 0)<é&/2. Continuando la

induccién obtenemos wuna sucesién estrictamente creciente k)
en @ tal que p(4, (a, ), 0)<é/2.
j j+i

i€Ew

Como a, =a,r ag-a, existe. Tomemos b;=a -a, para
LS S B M 3 i

cada jE€w. Probaremos que la sucesién (b);c., €S ortogonal. Sea
i,j€w tal que i*j. Podemos suponer que i>j. Entonces i=j+1 y por
tanto que a, Sa, - De aquf que

i g+

=b;.

b;=a Aak =a Sak Sa’Vak
e T R e T N

1

Por 1la identidad ortomodular se sigue que a, =b;Va, 1y
i i+

ademds 4, (a,)=4, (b)+4, (a, l). Por tanto,
i i i it
p(A (a.), 0)-p(4, (ay 1)’ 0)=¢/2=¢/2 para todo j€E®, lo que es
i i+

una contradiccién por ser el conjunto {k;; jEw} infinito.

Un subconjunto no vacfo K de ca(L,S) se dice unmiformemente
o-aditive si, para toda sucesién ortogonal (a)e, en L tal que
n

Viee ¥ existe, se tiene 111.1;%10 i‘E) A@a)=A(V;g, ) uniformemente en

AEK.



Teorema 4. ([7])(Teorema de convergencia de Nikodym). Supongamos

que L sea 0-ortocompleto. Si (/11)16 @ ©S una sucesién en sa(L,S)

tal que limA(a)=A,(a) para todo a€L y 4,Eca(L,S) para todo
iso0

i€w\{0}, entonces 4yEca(L,S) y el conjunto {A:i€wW} s
uniformemente J-aditivo.

Demostracién, Ver [7].

Lema §. Supongamos que L sea O-ortocompleto. Sean G un grupo

topolégico commutativo y separado, 4, una funcién de L en G y

Aie w\(y Una sucesién en sa(L,G). Si lim A(a)=Aya) para todo
1500

a€L, entonces 4,Esa(L,G).

Demostracién. Basta reemplazar en la demostracion de [7,
Corolario 2.2] sucesién disjunta por sucesién ortogonal.

Observacién S. En el caso que S sea un grupo topoldgico
commutativo y separado, el Lema 5 implica que la condicién
A,Esa(L,S) en el Teorema 2, Corolario 3 y Teorema 4 es superflua.

Sea M un subconjunto no vacfo de L y N&EM. Decimos que:

a) M es normal si [0,a]SM para todo a€EM;

b) N es ortomayorado en M si N=¢ o bien todo subconjunto
ortogonal de N es acotado superiormente en M.

Sean a€L y M umr subconjunto no vacfo de L. Escribamos
&
M,=L\{bEL:aAb existey aAbELWM},M ={bEL: M,;=L} yM’= {b’: bEM}.
*
Notemos que M #¢ si 0€EM.

Teorema 6. ([14])(Teorema de descomposicién de Lebesgue). Sean M y
N dos subconjuntos no ‘vacfos de L tales que M es normal y de N. Si
M\N es ortomayorado en M, entonces existe un elemento a€M tal que
MEN,, y MmNy =6,

Demostracidn, Ver [14].
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Observaciones 7. (a) En la literatura se encuentra también un

teorema de descomposicién de Hahn-Jordan para medidas de Gleason
[11] v un teorema de descomposicién aproximadad de Jordan-Habn
para elementos pertenecientes a sa(L,R) [19].

(b) El Teorema 2 extiende resultados que se encuentran en
[1], 141, [8], [10], [15] y [16].

(¢) El Teorema 4 extiende resultados que se encuentran en
{11, [61, [11]1, [15] y [18].

(d) El Teorema 6 permite la unificacién de varios resultados
de descomposicién que se encuentran en [5], [7], [13], [20] y
[21].
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