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0 -1 0 0 0 -1 a b

-1 0 0 0 1 -1 ¢ d

PN=1 9 o o -1|> "W=1y o -1 21
0 0 -1 0] 0 0 1 0

La matriz de Rieman/r\l luego definida Z = X + Y € Hy of Ry es un
punto fijo del grupo p(K/F). Luego: a=b=c=d=0,y

y W
donde w > 0.

Usando de nuevo los argumentos de Burnside [2] de seccién 3 per-
miten obtener el valor de w como se desea. O

Observacién 1. Es importante notar a este punto que usando Theta,
caractericticas [5] podemos describir la curva algebraica en funcién de
w y luego en funcién de p. De esta manera podemos obtener relaciones
explicitas entre la uniformizacién de Schottky dada por los grupos de
Schottky G2, Fy y las respectivas curvas algebraicas. Por ejemplo,
consideremos la curva algebraica

yzzxﬁ_la

(correspondiente al valor A = €™/ en la familia descrita anteriormente).
Usando la base simpléctica anterior para F», podemos describir la rep-

resentacién simpléctica del automorfismo 5%/2, el cual es en este caso:
0 0 -1 -1
a2y _ [0 0 -1 0
PG")=109 1 0 o
1 -1 0 0

Ya que la matriz Z (calculada arriba) es fijada por p(j/2), obtenemos

la igualdad
r o 7(py) = Br'(o0)
V3 e (H Y(Br Y (@) - B;l(oo))

YEF,

de lo cual se puede obtener que p = 0.75....
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De esta mancra obtenemos una representacién simpléctica fiel

p:K/Gy— Sp(4;7Z)

definida por

-1 0 0 -1 0100
0 -1 -1 0 1000
=1 o9 o 1 ol MD=|00 0 1
0 0 0 1 0010
1 0 0 0 0 -1 a b
' 0 -1 0 0 1 -1 ¢ d
PN=1 9 0 -1 o PM=|9 o _1 1
0 0 0 —1 0 0 1 0

La matriz de Riemann Z = X + 1Y € H, de S/’\z definida por la base
simpléctica anterior es punto fijo del grupo p(K/Gs3). Se sigue que:
a=—-1,b=0,c=0,d=1,y

1{0 1 ow
donde w > 0.

Usando la observacién de Burnside [2] en seccién 3 permite calcular
el valor de w en funcién de p obteniendo el

g wole

Caso (ii): Este caso es similar al anterior. Sea a3 = W(C), o} =
op(en), ag = W(C) y of = 0,(c2). Orientamos esos cfrculos o, s,
o y o y consideramos los arcos orientados 3; y B; como se muestra.
en la figura 3. La proyeccién de esos circulos y arcos determinan una
base simpléctica en R;.

De esta manera obtenemos la representacién simpléctica fiel

p: K/Fy, — Sp(4;Z)

definida por
-1 000 0100
0 -1 00 1000
P@=1 09 o010l PD=1g0 0 1
0 00 1 0010
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para el grupo K. SeaW :C — C un homeomorfismo casiconformal
para u que fija los valores 1, ¢ y —1. Entonces WEW! es de nuevo
un grupo generado por reﬂeccmnes Ya que una reflexién tiene como
conjunto de puntos fijos s6lo circulos, tenemos que el grupo WEW-1
es de nuevo uno de los grupos Kq para cierto valor de g € (2 — V3, 3,1).

Si denotamos por 7 : Q@ — /G5 el cubrimiento holomorfo 1nduc1do
por G (para K,), entonces tenemos que faW=!: QWEKW-1) — §
es una uniformizacién de S con grupo covertor GG3, de manera que el
levantamiento de K (S, T) es exactamente WKW 1, O

4.3. Matrices de Riemann de las superficies maximales de
género dos.

Teorema 3. Sea S una superficie de Riemann mazimal de género 2
con una reflexion mazimal 7: S — S. Tome p € (2 — V3, 1) tal que
(i) S = /Gy, si S/T es un toro con un hoyo;
(i) S =Q/F,, si S/T es una esfera con tres hoyos.
Una matriz de Riemann para S es dada por Z = P+1iQ, con P =0
en caso (i),

Pz-;- 2 (1)j| en caso (i),
_|lw 3
o=[3 3]
donde
( !
H 14) Al_l(oo) en caso (i)
L ) T A (o)
w = 4 ,
1 7(p2) — By (0) y
— Log - en caso (i)
| 2 (Il 7{ar) — Br (o)
@ = e F0 =J(q1), p2=o0p(q1)
y 0 €(0,5) es tal que cost = 1—+’;—

Demostracion. Caso (i): Sea oy = W(C), o) = J(a1), g = W)
y o = J(og). Orientamos los circulos a4, oy, of y of como hemos
asumido en seccién 3 y consideramos los arcos orientados 3, y B2 como
se muestra en la figura 2. Las proyecciones de estos circulos y arcos
determinan una base simpléctica para Ss.
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es decir, isomorfo al producto libre amalgamado del grupo dihedral
D3 = (T,W) con el grupo de Klein Z; + Z; = (T, J) sobre el grupo
ciclico de orden dos generado por T. La superficie de Riemann Q/K,
es la esfera de Riemann con cuatro valores de ramificacién de ordenes
2,2, 2y 3, todos ellos fijos por la reflexién inducida por o. Un dominio
fundamental para Kp puede ser considerado como la unién del dominio
fundamental de K antes considerado con su 1magen bajo o junto los

puntos del circulo unitario localizados entre e y 75 .

4.2. Umformlzacmnes de Schottky Reales de Género Dos.
Sea K = Kp, para p € (2 — V3, 3,1). Considere las transforma-
ciones de Mobius A; = JWJW 1 Ay = JWHIW, By = (0,09)?
y BZ = 0'1310'1. Los grupos G2 = (Al,A2> y Fg = <B1, Bg) son
grupos de Schottky reales de género dos cuyo dominio fundamental es-
tandard para ambos es dado por los cfreulos W(C), J(W(C)), W=(C)
y JWH(C)).

Yaque WA, W™ = AT Ay, WA W™ = AT, JA T = AT, JAxJ =
Ag_l, TAlT_l = A2, TA,T = Al, cAjo = A1, 0A0 = Az, WB1W_1 =
BBy, WB,W-! = By!, JB,J = B;!, JByJ = B!, TB,T = B,
TBT = By,0Bioc =By ongor = Bj,, tenemos que ambos grupos Gy
F, son subgrupos normales de K. Més atin, para Q € {Go, P2}, K/Q
D3+Zo+Zqy K/Q = D3+Zs. En particular, la superficie de Riemann
de género dos S; = Q/G, (respectivamente, Ry = Q/F;) admite el
grupo K /G2 (respectivamente, K /F3) como grupo de automorfismos,
con K/G; (respectivamente, K/Fy) como su subgrupo de indice dos
formado por los automorfismos conformales. El cociente Sy/(K/Gs)
(respectivamente, Ry/(K /F3)) es el disco cerrado con cuatro puntos de
ramificacién en su borde con valores de ramificacién 2, 2, 2 y 3.

Teorema 2. 57 S es una superficie mazimal de género dos, entonces
esta puede ser uniformizada por Gy o Fy para cierto valor dep € (2 —

V3,1).

Demostracion. Fijemos un valor de p € (2 — /3,1) y consideremos el
grupo Kleiniano K = K,,. Sea S una superficie de Riemann maximal de
género dos con una reflexién maximal 7 : S — S. La accién topolégica
de K (S, 7) est4 reflejada por G, o por Fj, ya que s6lo hay dos posible
acciones. Sin perdida de generalidad, podemos asumir que esta es
reflejada por G5. Sean 32 =Q/Ge y f: S2 — S un homeomorfismo
casiconformal tal que fK/Gyf~! = K(S, 7). Denotemos el diferencial
de Beltrami de f por pu. A/.! levantar i a £y al extenderla como cero
en el conjunto limite de K obtenemos un coeficiente de Beltrami u
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y, en particular, también los siguientes

_(z = T\ ap_(z— 1z
73_(1/'—-*?)’] "<y'->iy/w3)

Para buscar grupos de Schottky reales que uniformizan estas superfi-
cies, primero buscamos grupos uniformizantes de un disco cerrado con
cuatro valores de ramificacién sobre su borde, cuyos ordenes son 2, 2,
2y 3.

4.1. Uniformizacién de un disco cerrado con cuatro valores de
ramificacién de ordenes 2,2,2,3 en su borde. Para cada valor
peE(2- V3, 1), consideremos el grupo K, generado por las siguientes

Aecciones: -7 _ By _ QapE-%p _1
reflecciones: 01(2) = Z, 02(2) = €37, 0,(2) = 35050 ¥ o(2) = z
(ver figura 1).

Sean W(z) = 0201(2) = e%' 2, T(2) = 001(2) = % y
J(2) (2) (bt p)2=2  onces R, es tambié
z) = 0,01 (2 —2z_(p+%),enoncese grupo K, es también gen-

erado por T, W, J y 0. Como consecuencia de los teoremas de combi-
nacién de Klein-Maskit [8], tenemos que
K, = (T,W,J,0: T>=W?3 = (WT)? = J? = (TJ)? = 0> = (oT)* =
oWoW™1l = (aJ)? =1).

El grupo Kleiniano I?p tiene una regién de discontinuidad conexa 2
y un dominio fundamental el cual es dado por la regi6én acotada por el
circulo unitario, los dos rayos de argumentos %' y =3*, respectivamente,
y el circulo C ortogonal al circulo unitario y pasando por los puntos

Py L (ver figura 1). La superficie de Klein uniformizada por Kesel

disco cerrado con exactamente cuatro valores de ramificacién sobre su
borde con ordenes 2, 2, 2 y 3.

Teorema 1. Todo disco cerrado con ezactamente cuatro valores de
ramificacidn sobre su borde con ordenes 2, 2, 2 y 3 es uniformizada
por el grupo K, para cierto p € (2 — V3,1).

Demostracion. Esto es una simple consecuencia de aplicaciones casi-
conformales y el hecho que reflecciones en la esfera de Riemann tienen
por conjunto de puntos fijos a circulos. O

El subgrupo de indice dos K, de K, » formado por las transformaciones
que preservan orientacién es generado por T', W y J; ademds

K,=(T,W,J : T* = W? = (WT)?* = J? = (TJ)* =1),
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converge uniformemente en compactos de © a una funcién meromorfa
la cual es holomorfa en §2 — J(o0) y con polos dobles en cada punto de
J(00). La demostracién de este hecho puede ser encontrada en [2] y
[6].

Como consecuencia de esta convergencia, tenemos que

_ 1 v (2)
wj(2) = 2mi Z (2) — Aj’l(oo) 4z,

yeJ v

donde j =1,...,g, es un levantamiento de la base dual wy,..., w; de la
subsecci6n anterior. En esta manera la matriz de Riemann Z = (z;) €
Hg queda dada por

o (g = 45 (o0)
Zpj = 27rL0g (H 7(pind) _ A]_l(oo) >

veJ

obteniendola en forma explicita del grupo de Schottky uniformizante.

4. Un BEJEMPLO

Una superficie de Riemann S de género g > 2 admitiendo una reflex-
i6n 7: § — S es llamada maximal si el grupo K (S, 7), consistiendo de
los automorfismos conformales y anticonformales de S que commutan
con 7, tiene orden 24(g — 1). En tal caso se tiene que S/K(S,7) es un
disco cerrado con cuatro valores de ramificacién sobre su borde, cuyos
ordenes son 2, 2, 2 y 3 [10]. En género dos existen dos familias de
superficies de Riemann maximales, estas corresponden a las familias
de curvas dadas por

y? = (2 = X)(@® - 1/X°)

donde (i) A > 1 o (ii) A = €¥, 8 € (0,7/3). En este caso, K(S,7) =
(r,J, e, ), donde

(= 1\ . [z — z)\
T \y~ B )Ty e —y )
T e27”/3a:> <z: - 1/:1:)

= ; s
(y = y b y = y/a?

Para el valor § = 7/6, la curva es isomorfa a
| y2 = xﬁ - 1a

y tiene el automorfismo extra

wi/3
Oél/2 - ( r — e T )
Yy = Y
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tal que
[al"'agﬂl"'ﬁg] — [a1"'ag,31'“,3g]N
Se obtiene de esto la siguiente igualdad

7Z=(A+2C) (B + ZD)
El reciproco es también valido:

Teorema de Torelli. Dos matrices Z,Z € H, son matrices de Rie-
mann de superficies conformalmente equivalentes si y sélo si existe una
matriz simpléctica

A B
N= ( C D ) ESng(Z)’
tal que Z = (A+ ZC)~Y(B + ZD)

3.4. Matrices de Riemann de Surperficies con una Reflexién.
Sea J un grupo de Schottky real, con reflexién asociada o, uniformizan-
do una superficie de Riemann S, con reflexién inducida 7. Denotemos
por  la regién de discontinuidad de J y denotemos por P : Q2 — §
el cubrimiento holomorfo natural con J como grupo covertor. Fijemos
un sistema fundamental de curvas para J (los cuales podemos asumir
ser circulos), digamos a;,..., &g, O1,..., Og, y sean Aj,..., Ay un conjunto
de generadores de J respecto a ese sistema de curvas. Dotemos a cada
curva oy,..., &g, de orientacién en el sentido opuesto a las manecillas
del reloj. También consideramos las orientaciones inducidas en las cur-
vas ai,..., &g por las transformaciones Aj,..., A;. Considere cualquier
conjunto de arcos simples dos a dos disjuntas y orientados fi,..., B,
tales que:

a) B connecta un punto pi™ € ay al punto pieT = AR (pt™) € Gy
k k K

(b) la orientacién de S es tal que pi*®™ es el punto inicial y pi™ es el
punto final; y
(c) B es disjunto de oy y &, para t # k.
Denotemos también por oy y B las proyecciones en S de los arcos
y curvas respectivas. Tenemos asf una base simpléctica de homologia
para Sy, en particular, una matriz de Riemann Z para S.

3.5. Una Observacién de Burnside. Sea J un grupo de Schottky
real con reflexién asociada o, L su circulo de puntos fijos, y tal que
oo € = Q(J). Denotemos por J(oo) la érbita de oo con la excepcién
de co. Burnside ha observado que la serie

> d(2)

geG
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El grupo Sp,,(Z) actia sobre el espacio de Siegel H, de la siguiente
manera. Sea Z € Hy y

A B T
N = ( cC D ) € Spyy(Z), entonces

(A+ZC)"'(B+2ZD), si N & Spy,(Z)
N(Z) = _ —
(A+ZC)"Y(B+ZD), si N ¢ Spy,(Z)

Dos variedades principalmente polarizadas parametrizadas por Z; y
Zy en 'Hgy son conformalmente isomorfas si y sélo si existe una matriz
simpléctica N € Spy,(Z) tal que N(Z;) = Z,. Estas son anticonformal-

mente isomorfas si podemos encontrar tal N en Spy,(Z) — Spy,(Z). El
grupo de automorfismos conformales de una variedad principalmente
polarizada, parametrizada por Z € H,, corresponde exactamente al
estabilizador de Z en Sp,,(Z) y el grupo de automorfismos confor-
males/anticonformales corresponde al estabilizador en el grupo sim-
pléctico extendido. De esta manera, el cociente A, = H,/Spy,(Z) es el
espacio de méduli de variedades abelianas principalmente polarizadas
(clases conformales).

3.3. Matrices de Riemann de Superficies de Riemann. Con-
sideremos una superficie de Riemann S de género g. Una base de
homologfa aj,..., og, Bi,..., By es llamada simpléctica si su matriz de
interseccién es dada por

0 I

~I 0

Ademés, existe una tnica base wy,..., w, para el espacio H"°(S) de
las diferenciales holomorfas tal que

/ Wy = 5_7'1-
aj

llamada una base dual [5]. La matriz obtenida como Z = (J, 5 w;)

pertenece a H,, como consecuencia de las relaciones bilineales de Rie-
mann [5] y, en particular, define una variedad principalmente polariza-
da de dimensién g.

Si. partimos con una base simpléctica diferente para S, digamos
{ay, ... ag,ﬁl, . ,Bg} entonces obtenemos una nueva matriz de Rie-

mann 2 € H,. Ahora, existe una matriz simpléctica

A B
Nz(c D>€Sp29(Z)7
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exactamente los elementos que preservan orientacién de K, es el
grupo de Schottky real buscado.

2.- Si R es no-orientable, entonces esta es una superficie de Klein,
digamos la suma conexa de vy planos proyectivos, con k > 0 bor-
des. En este caso, g = v+ k — 1. Esta superficie puede ser
uniformizada por un grupo Kleiniano K generado por la reflexién
o en el cfrculo unitario y por un grupo Fuchsiano F (actuando
en el disco unitario) que uniformiza la suma conexa de 7 planos
proyectivos y k hoyos. Esto es consecuencia de la teorfa de aplica-
ciones casiconformales y el hecho que el conjunto de puntos fijos
de reflecciones en la esfera de Riemann son circulos. Entonces el
subgrupo de indice dos K, formado por exactamente los elemen-
tos que preservan orientacién de K, es el grupo de Schottky real
buscado.

3. MATRICES DE RIEMANN

Ahora que sabemos que podemos mirar cada superficie de Riemann
con una reflexién por medio de grupos de Schottky reales, proceder-
emos a usar estos grupos para obtener matrices de Riemann de estas
superficies. Primero procederemos a recordar estos objetos.

3.1. El Espacio de Siegel. El espacio de Siegel H, es el espacio con-
sistiendo de las matrices complejas simétricas de tamano g x g con parte
imaginaria positiva definida. Cada matriz Z = X 4 1Y € 'H, produce
un reticulado Lz in C9: el reticulado generado por las combinaciones
lineales enteras de las columnas de la matriz periodo (I Z). Su matriz
de Gram dada por H = P + iJ, donde

P= ( y-! Y1X )
“\ XYl XY"lX+Y )
define una polarizacién principal en el toro complejo C9/Lz y, en par-
ticular, obetenemos una variedad principalmente polarizada. Recipro-
camente, toda variedad principalmente polarizada es obtenida de esta
manera (mé6dulo isomorfismos). De esta manera, podemos ver H, co-

mo el espacio de Teichmiiller de las variedades abelianas principalmente
polarizadas.

———

3.2. El Grupo Simpléctico Extendido. El grupo Sp,,(Z), con-
sistiendo de las matrices enteras N de tamafio 2g X 2g tales que
tNJN = +J, es lamado el grupo simpléctico extendiclq.\gu subgrupo
de indice dos Sp,,(Z), consistiendo de aquellas N € Spyy(Z) tales que
tNJN = J, es llamado el grupo simpléctico.
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con J como grupo de cubrimiento. Decimos que (J,Q,P : @ — §)
es una uniformizacién de Schottky para S. Una demostracién sim-
ple de este hecho puede ser encontrada en [1], la cual usa aplicaciones
casiconformales.

2.3. Grupos de Schottky Clasicos. Cuando podemos escoger para
el grupo de Schottky J un sistema fundamental de curvas formada por
circulos, entonces decimos que este es un grupo de Schottky cldsico.
La existencia de grupos de Schottky no clésicos es dada en [7]. Una
conjetura es que toda superficie de Riemann puede ser uniformizada
por grupos de Schottky clésicos.

2.4. Grupos de Schottky Reales. En el caso que exista una re-
flexién o : C — C que commuta con cada elemento de un grupo de
Schottky J, diremos que J es un grupo de Schottky real con reflex-
i6n asociada o. Si L es el circulo de puntos fijos de o, entonces L es
invariante bajo la accién de J.

Como todo circulo L tiene asociada una (dnica) reflexién con L como
puntos fijos, tenemos que J es un grupo de Schottky real si y sélo si
este deja invariante un cfrculo. No es deficil ver que todo grupo de
Schottky real es necesariamente clésico.

2.5. El Teorema de Retroseccién Real. Cuando J es un grupo
de Schottky real, con reflexién asociada o, entonces }/J resulta ser
una superficie de Riemann con una reflexién 7 (inducida por o). En
forma recfproca, toda superficie con una reflexién puede ser obtenida
por medio de grupos de Schottky reales, en particular, este tipo de
superficies pueden entonces ser uniformizadas por un grupo de Schottky
clasico. Una manera simple de ver esto es la siguiente. Supongamos
que S es una superficie de Riemann de género g > 1 con una reflexién
7 : 5 — S. Consideremos el cociente R = S/, el cual es una superficie
con k > 0 bordes (k = nimero de componentes conexas del conjunto
de puntos fijos de 7). Tenemos dos posibilidades para R:

1.- Si R es orientable, entonces esta es una superficie de Riemann de
algin género v con k > 0 bordes. En este caso, g = 2y+ k — 1.
Esta superficie puede ser uniformizada por un grupo Kleiniano K

. generado por la reflexién o en el cfrculo unitario y por un grupo
Fuchsiano F' (actuando en el disco unitario) que uniformiza una
superficie de Riemann de género v y k£ hoyos. Esto es consecuen-
cia de la teorfa de aplicaciones casiconformales y el hecho que el
conjunto de puntos fijos de reflecciones en la esfera de Riemann
son circulos. Entonces el subgrupo de indice dos F, formado por
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1. INTRODUCCION

El teorema de retroseccién de Koebe asegura que toda superficie de
Riemann cerrada puede ser vista por medio de grupos de Schottky.
Por otro lado, a toda superficie de Riemann cerrada, una vez fijada
una base simpléctica de homologia, tenemos asociada una matriz de
Riemann (una matriz de tamano g x g simétrica y con parte imagi-
naria positiva definida, donde g denota el género de la superficie). El
clésico problema de Schottky puede ser visto como el problema de la
determinacién explicita de estas matrices de Riemann. Para el caso
de superficies de Riemann reales, es decir con un automorfismo an-
ticonformal de orden dos con puntos fijos (desde ahora en adelante
llamada una reflexién), indicaremos como obtener tales matrices de
Riemann de manera explicita usando uniformizaciones por grupos de
Schottky (llamados grupos de Schottky reales). En [3] se ha considera-
do esto para grupos Fuchsianos uniformizando superficies de Riemann
hiperelipticas con una reflexién.

2. GRUPOS DE SCHOTTKY REALES

2.1. Grupos de Schottky. Para un entero g > 1 consideremos una
coleccién de 2g curvas simples cerradas, Ci,..., Cy, Ci,..., C;, dos a
dos disjuntas y acotando un dominio comin D de conectividad 2g.
Supongamos ademds que tenemos una coleccién de g transformaciones
de Mobius Aj,..., Ay, tales que

(i) 4;(C;) =Cjy

(ii) A;(D)ND =0,
para cada j = 1,...,9. Entonces el grupo J generado por tales trans-
formaciones es llamado un grupo de Schottky de género g, las curvas
Ci,..., Cy, Ci,..., C; son llamadas un sistema fundamental de curvas
asociadas al sistema de generadores A,..., A;. Este grupo J resulta
ser un grupo Kleiniano, puramente loxodromico, isomorfo a un grupo
libre de rango g y con regién de discontinuidad conexa [8]. El dominio
D es llamado un dominio fundamental estandard para J.

Otras definicioness equivalentes de grupos de Schottky pueden ser
encontradas, por ejemplo, en [9] y [4].

2.2. El Teorema de Retroseccién. Sea J un grupo de Schottky de
género g, con regién de discontinuidad 2. Tenemos que /J es una su-
perficie de Riemann de género g. Reciprocamente, tenemos el teorema
de retroseccion, el cual asegura que si S es una superficie de Riemann
de género g, entonces es posible encontrar un grupo de Schottky J, con
regién de discontinuidad €2, y un cubrimiento de Galois P :  — S,
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RESUMEN. En estas notas resumiremos parte de una conferencia
dada por el autor en el Departamento de Matemaéticas de la UNED
correspondiente al célculo de matrices de Riemann de superficies
de Riemann reales por medio de grupos de Schottky.
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