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El grupo fundamental del espacio de moduli en
infinito

Gabino Gonzédlez Diez
Departamento de Matematicas.
Universidad Auténoma de Madrid.

Primavera de 2000

Ce principe de construction de la tour de
Teichmiiller nést pas montré & ’heure
actuelle- mais je n’ai aucun doute
quil ne soit valable. Il résulterait (...) d’une
propriété extrémement plausible(...) a savoir
que pour une dimension modulaire
N33, le groupe fundamental de My
(i.e. le Teichmiiller habituel Ty ,) est
isomorphe au ”groupe fundamental 3
I'infini”

(A.Grothendieck. Esquisse d’un programme)

Lo que sigue es el resumen de una conferencia dada en el Departamento
de Matemsticas de la UNED en la que se expuso un trabajo realizado conjun-
tamente con P. Lochak cuya motivacién es el péarrafo de Grothendieck antes
citado. La frase ”le groupe fundamental de My, (i.e. le Teichmiiller habituel
T,,v)" muestra que Grothendieck se estd refiriendo implicitamente al grupo fun-
damental ”como orbifold”. En este sentido el problema fue considerado, y
resuelto, por Lochak en[5]. Aqui trataremos el problema andlogo en el contexto
puramente topoldgico.

1 Grupo modular y espacios de Teichmiiller y
moduli

Empezaremos recordando el significado de los objetos mencionados el el titulo
de esta seccién.



1.1 Definiciones

eEspacio de moduli: M, = {superficies de Riemann S médulo isomorfismo }
Denotaremos por [S] el punto definido por la superficie de Riemann S.
eEspacio de Teichmiiller:
_ {(S,¢: So — S), mébdulo isotopia}
(S,0) ~(7(S),Top ), 3 7(S), T isomorfismo

T,

Denotaremos la clase de un par (S, : So — S) por [S, ¢]
eGrupo modular(de Teichmiiller): Mody=Homeo™ (S,)/Isotopia.
sAccién de Mod, en T :

"Si f:So — So € Mod, f([S,0:S0— S])=[S,p0f:8 = 3]

La importancia de los objetos que acabamos de introducir se debe a que
segun resultados clésicos de Teichmiiller, Ahlfors y Bers T, es un abierto con-
tractible de C*~3 y, con esta identificacién, la accién de Mod, en T, es holo-
morfa y discreta de modo que M, aparece como su cociente. |
eEspacio cociente:

p: Ty M, =T,/Mod,

p——l([SO]) - {[807(p]}<peMadg

Vemos asi que en T, todo punto [Sy] € M, aparece una vez por cada
elemento del grupo modular ¢ € Mod, (aunque esto no es correcto del todo:
falla si ¢ € Aut(So)= automorfismos de Sp.)

Para nuestros propésitos serd de especial relevancia examinar los
sPuntos fijos de la accién de Mod,

Tenemos fIS,0]=[S;¢] & [S,pof] =[S, Top], para algiin + € Aut(S),
luego

Fia(f) = {[S,¢] : fe m 7€ Aut(S)}

El mensaje es que los puntos fijos corresponden a superficies con automor-
fismos.

1.2 Ejemplos: g=1,2.

g =0) Ty = {*}, Mod, =1 (Teorema de Schonfliess)=> My = {*} (este
dltimo hecho se sigue también del Teorema de Uniformizacién o del de Riemann-
Roch).

g = 1)T; = H, el semiplano superior.

En esta correspondencia 1 ¢ [E; = C/Z®ZT ,p,], donde Sy = E;,
vy @r: E; = E; es.el homeomorfismo inducido por el isomorfismo R-lineal

1 - 1

i = T

Mod,; = SL(2,Z); donde la identificacién viene dada por

_f(a b g1 = c+d
'Y’“(c d)‘_’f"‘{i - ai+b}'



Con esta identificacién la forma que toma la accién del grupo modular es

y(r) = &£
En efecto:

()= fy ([Br,o- ) E[Eryprofy ]| = [Eﬁ‘_g’ ooprofy] = [Egﬁy‘ﬂ:{_}g ]
(siendo o: E, — Ea_rH, el isomorfismo z — z/cr +d).
Tenemos asi o, fy(1) = op (ci+d) =c(cT+d) =1 yop,f,(i) =

op.(ai+b) =a(a7+b) =2 como se deseaba.

2 El grupo fundamental de My, m(M,)

s(como orbifold) m (Mg = M—%;) = Mod, (por definicién).
e(topoldgicamente) m (My) = {1} (C. Maclachlan)[7]
La discrepancia es debida a la existencia de superficies con automorfismos.
Segtn un resultado de Armgstrong[l] el isomorfismo de grupos habitual

Mody = m1(My)
£ = p([to ~ f(to)])

tiene (ahora) como ndcleo: ((F={f:f({t)=¢3t €T, })) con {(,)) = cierre
normal, i.e.
Mod

)

Usando resultados de J.Birman , Maclachlan[7] observé que Mod, = ((F));
de hecho probé que Mod, estd normalmente generado por los conjugados de sélo
dos elementos de orden finito ( y, por tanto, realizables como automorfismos de
alguna superficie de Riemann, segiin un teorema clésico de Nielsen)

3 El grupo fundamental en el infinito, n3°(M,)

Un hecho fundamental en la teoria del espacio de moduli de superficies de Rie-
mann compactas, o curvas algebraicas, es que My no es compacto e.g. la
sucesién de puntos [X.] € M, donde X, es la curva algebraica de ecuacién
y? = (z—e)(z + &)(z — a1)(z + a1)...(z — ag)(z + ay) no tiene limite en M,
cuando £ — 0 pues, intuitivamente, la curva cerrada que une los puntos (de
Weierstrass) correspondientes a £ y —¢ se contraerfa a un punto en la superficie
limite con lo cual obtendriamos algo que no es genuinamente una superficie.

La compactificacién de Mumford-Deligne se obtiene precisamente afia~
diendo puntos que representan estas superficies limite (superficies con nodos o
curvas estables). Puesto que estamos abocados a expresar la idea de "entorno
de M, en el infinito” es natural introducir los subconjuntos de M, siguientes:
MG = { [X] € My : X D v,l(y) < ¢}, donde, por supuesto, la longitud ()
de una curva v estd calculada respecto de 1a” métrica hiperbélica de curvatura
constante.

Claramentee < €'= M C MZ/, lo que induce un homomorfismo m; (M3) —

™ (M;I)



Definicién 1 7{°(M,) := lim m (M), e — 0. (limite proyectivo)
(Obsérvese que en esta definicién se deberia ser més preciso respecto a la
eleccién de puntos base. Pero todo se puede hacer de forma rigurosa [5])

Teorema 2 i) Sie, e’ son suficientemente pequefios se tiene m (M5) = m (./VlE ).
Tenemos asi 7°(My) = m (M), cuando € = 0. i) 7§ (My) = Modg,
como orbifold. (Lochak conﬁrmando o Grothendieck[5])

TE
Demostracién Escribamos M§ = Mod,’ Te =p (M), p: Ty = M,
Ahora i) se sigue del siguiente resultado de Wolpert:(ver [5]). Sie < ¢ <
In(1 + /2)

3 Y 3 difeo ¢ : T; — T;' M odg-equivariante lo que induce un difeo-
morfismo ¢ : M — M‘;’ (Nota: la aparicién de este nimero concreto es debida

i
al hecho de que si y; son dos curvas tales que I(y;) < n(1 + \/— entonces

11 N2 = B), ii) es una consecuencia de reultados de Harvey y Harer(ver [5])
que implican que m; (77) = {1}

Como consecuencia del teorema anterior deducimos que 7$°(M,) = %?O—g-)g)- =
<§§>>) donde F* = {f: f(t) =t,3t = (S,{,}) € Ty } = {f: Fia(f) llega

hasta la frontera de 7}
La conjetura andloga de Grothendieck en el contexto topoldgico, que es de
lo que aqui se trata, seria ((F)) = ({(F*))

3.1 Espacios de moduli y grupos modulares relativos

Por un resultado de Nielsen ya aludido se sabe que un elemento 7 € Mod,
tiene un conjunto de puntos fijos, Fiz(r), # 0 € ord(r) < 00, i.e & T se reahza
como un automorfismo de alguna superficie de Riemann S . Supongamos que
éste es el caso y pongamos

DYFiz(r) =: T(7), espacio de Teichmiiller relativo

ii)Mod(r) := Stab(T () = Normalpoq,(< T >), grupo modular relativo.

i) M(7) :==T(r)/ Mod(t) espacio de moduli relativo. Es un espacio normal
(Cartan)

Teorema 3 ([3])Supongamos que la proyeccidn S 5 -(% = X es detipo (p,v)
, i.e. p =género de X, y v =nimero se valores de ramificacion. Entonces

T () = Tp,u (el espacio de Teichmiiller de la superficie de género p con v puntos
marcados). Ademds los siguientes morfismos obvios

M) = My(r) =p( T(r))
e

Mpu

'

son finitos.



4 Automorfismos maximales

Definicién 4 Diremos que 7 es mazimal cuando T{7) se reduce a un punto
Proposicién 5 7 es mazimal < la proyeccién S = ?% = X, es de tipo (0,3)

Demostraciéon Por la parte i) del teorema anterior tenemos que, en general,
dim(7 (7))=dim(Tp,4) = 3p — 3 + v. Luego dim(7 (7))=0 & (p,v) = (0, 3).

Proposicién 6 Cuando e & 0 F* no contiene elementos mazimales:

Demostracién Basta tomar € < I(y), v C Sii-= 1...d donde S; varia en el
conjunto, necesariamente finito, de superficies con un automorfismo maximal
De hecho se tiene

Teorema 7 F° = F\ {mazimales}

Demostracién Recuérdese que F© = {h € Mod, : My(h) N M¢ # 0}. Basta
ver, por tanto, que si T no es maximal se tiene My(7) N MG # 0 o lo que es
lo mismo M,(r) € M\ M. Esto se sigue de los siguientes hechos: i)M,(7)
es cerrado en M,. Esto es asi porque Ty(7) lo es en 7, y porque Mod, actda
de forma propiamente discontinua([3]), ii)M \ M; compacto (Mumford [8]).
Luego My(1) € My \ M implicarfa M,(7) compacto y del teorema anterior

deducirfamos que tanto M(r) como My, serfan tambien compactos. Con-
tradiccién: es bien sabido que M, no es compacto. De hecho admite la
famosa compactificacién de Deligne-Mumford.

5 m°(M,) es trivial si g > 2

Sabemos ya que 7{°(M,) = Mod,,/ ((autom. no maximales)), luego la pre-
gunta es ;Mod, = ((automorfismos no maximales))?
1) Los dos automorfismos dados por Maclachlan para probar que

Mod, = ((automorfismos maximales o no))

no sirven ahora pues éstos son maximales: tienen 6rdenes 2g+ 2y 49+ 2 respec-
tivamente. De hecho son los siguientes: a € Aut({y® = z%9*2 — 1} ,a(z,y) =
(¢z,9), y B € Aut({y® = 2®%! — 1}, B(z,y) = (éz,—y)

2)Sin embargo Mccarthy y Papadopoulos[6] han probado que si g > 2, Mod,
estd normalmente generado por transformaciones que tienen orden 2, luego no
maximales. Esto acaba el estudio en el caso g > 2. Para entender el caso g = 2
necesitaremos usar la representacién de este espacio de moduli dada por Igusa



6 Representacién de M, de Igusa [4]

My = 03/057 donde Cs = <<5 — 821rz'/5>

actuando en la forma (50(21,22,23) = ((521,(Z22,($23). En esta representacién
los pardmetros (21,22, 23) que parametrizan una curva de género 2 y% = f(z)
son ciertas funciones simétricas de las 6 raices del polinomio f(z). Se tiene

1)Obviamente (0,0, 0) que es el tinico punto singular, luego debe parametrizar
la superficie Sp = {y? = z° — 1}. Se sabe que Aut(Sp) es un grupo de orden
10 generado por 7(z,y) = ({s%,—y). Las potencias 7¢, i # 5 son maximales
mientras que 7° =involucién hipereliptica.

2)m (Mz) = m(C3 /Cs) = Cs,/ {{torsion)) = 1 como ya sabfamos.

Denotemos por M3 el subconjunto obtenido al eliminar el punto singular y
por T su preimagen en Tz, entonces, puesto que tanto C3\ {0} como 75* son
todavia simplemente conexos (el conjunto de puntos eliminado es discreto), se
tiene ademas

Hm(M3) = 7r1((C3\*\ {0}),/Cs) = 6;\5/1 fi) también:

*y __ 2 _ 0a2
H MM =m5100) = 7 Fin(i Ty 200
M Odz

= {(f de torsién / f # 7,1 # 5))
Por otro lado recordemos que
M Od2
o0 o
St (Mz) " ((f torsién / f no maximal ))
Podemos ahora enunciar el resultado final

Teorema 8 7{°(Mjy) =Cs,

Demostracién Por lo que precede basta ver que ((f torsién / f # 7%,i #5)) =
{{f torsién / f no maximal })

D) Obvio.

C) En principio el conjunto {f torsién / f no maximal } es més pequefio
que el conjunto {f torsién / f # 7%,i # 5} pues hay otras superficies de género
2, distintas de la Sp, que admiten elementos maximales. Son dos: 3% =% —1
y y=a(t-1)

DAut( y> =2°—-1)esun grupo de orden orden 24 con generadores

1
1e,y) = E@o,9) y olz,y) = (5,5

a) v(z,y) = (§z,y) , de orden 6, es maximal pero 7 =v3y*y 734* tienen
érdenes 2 y 3 =no son maximales (Riemann Hurwitz)= -y € ((f torsién / f no
maximal ))

b)o(z,y) = (;, i—z—) es de orden 4 y no es maximal: su cociente es la esfera
con 4 puntos.

2) Aut( y?>'= z(z* — 1)) es un grupo de orden 48 con generadores p, (3, &
de 6rdenes 8, 3, 2 respectivamente, dados por



p(z,y) = (iz,&sYy),
.'L' — Z

a@y) = :c + i (z \/)(a: +1i)3 )
Como ay 3 tienen 6rdenes 3y 2 deduc1mos, de nuevo, que son no maximales.
3
Por su parte p es maximal pero se comprueba que p = af (tomando & = 1\/_1,)
-1

[2]. Esto concluye la demostracién.
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