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TÉCNICAS DE SIMETRIZACIÓN APLICADAS A ECUACIONES
DIFERENCIALES

CRISTÓBAL GONZÁLEZ

SUMARIO. El presente es un artículo expositorio de cómo algunas técnicas de

simetrización pueden ser usadas para obtener estimaciones integrales entre

soluciones de algunas ecuaciones diferenciales.

1. PRELIMINARES HISTÓRICOS

El presente es un artículo expositorio de cómo algunas técnicas de simetrización

pueden ser usadas para obtener estimaciones integrales entre soluciones de algunas

ecuaciones diferenciales. Una versión más extensa de este trabajo aparece en [13].

Empezamos mencionando el trabajo que Faber (1923) y Krahn (1925) realizaron,

de forma independiente, acerca de una conjetura que Lord Rayleigh (1877) propuso

en su libro The Theory 01 Sound: "Entre todos los tambores de igual área, el que

es circular es el que tiene el tono más grave posible". Traduciendo ésto al lenguaje

maternático tenemos que un tambor es un dominio D en ]Rn ,y que el tono más grave

que un tambor D puede obtener viene dado por el primer autovalor dellaplaciano

en D, cuya ecuación la podemos expresar como sigue:

(P)
{

ÁU+ AU = 0,

u=O,

en D,

en oD,

donde Á = ¿:~=1 o;;.
El primer autovalor de D, Ao(D), viene caracterizado también por el llamado

cociente de Rayleigh:

. ID l"Vul 2

Ao(D) = mf I 2 '
D U
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2 C. GONZÁLEZ

donde el ínfimo se toma sobre una conveniente clase de funciones admisibles cuya

definición omitimos. Solo destacamos que esta clase contiene funciones con cierta

regularidad en D que se anulan en la frontera de D. Dicho ínfimo es en realidad un

mínimo sobre esta clase de funciones, y es alcanzado por una única función no nega­

tiva UD, que resulta ser solución de (P) con A= Ao(D). Ahora es cuando interviene

un proceso de simetrización, llamado de Schwarz, el cual, en pocas palabras, trans­

forma D en una bola D# de igual volumen que D, y una función u la transforma en

otra función u# definida en D#, de manera que se satisface {u# > t} = {u > t} # .

Así, usando que este tipo de simetrización reduce integrales de Dirichlet y preserva

normas, obtenemos el siguiente desarrollo, que permite decir que la conjetura de

Rayleigh es cierta.

Nos adelantamos ahora en el tiempo para dar otro uso de simetrización, en este

caso simetrización circular en el plano complejo, aunque tampoco la definiremos.

Sea]]J) = {lzl < 1} el disco unidad, n = {z E C : rl < Izl < r2} una región anular

centrada en O con radios rl Y r2, Y nI = {pé'P E C: rl < p < r2, O < rp < 1T}.

Baernstein [3] probó en 1974 que si u es subarmónica n y uI viene dada por

uI(pei'P) = sup ru(peilJ )d8, pei'P E nI,
FC8[Jl lF
IPp2 'P

entonces uI es subarmónica en nI. o sea,

Este resultado tuvo grandes consecuencias en el estudio de la clase de funciones

S = {j analítica y univalente en ]]J) : f(O) = 0,1'(0) = 1}. Sin entrar en los de­

talles, enunciamos el siguiente resultado.

TEOREMA A ([3]). Sea f E S, Y sea k(z) = (l~Z)2 = 2::=;1 nzn E S la función de

K oebe. Si u es la función de Green de f (]]J)) con polo en 0, y v es la correspondiente

función de Green de k(]]J)) con polo en 0, ambas extendidas como °fuera de f{]jJ)) y

k(]jJ)), respectivamente, entonces
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lo que equivale a decir que para toda función convexa, F: IR -+ IR, se tiene la

siguiente propiedad extremal de la función de Koebe,

Estos son simplemente ejemplos de una extensa variedad de resultados que se

han obtenido usando un tipo u otro de simetrización. En 1975, Borell [6] intro­

dujo el concepto de simetrización con respecto a la medida de Gauss en IRn, y

fue estudiada extensamente por Ehrhard [9, 10], Y el mismo Borell [7] en los 80's.

De aquí se ha pasado a considerar la simetrizacián con respecto a ciertas medidas

de probabilidad en IR. Sin definir este concepto por el momento, enunciamos un

resultado de comparación de soluciones de ecuaciones diferenciales, obtenido por

Borell [8] en 1985.

TEOREMA B ([8]). Sea 'P una función con soporte en el intervalo finito [-a, a]

tal que log'P es analítica real en [-a, a], y dp,(x) = 'P(x)dx es una medida de

probabilidad en IR, que además es regularizante (lo definiremos en la sección 3).

Consideremos los siguientes operadores diferenciales,

1 'P'
A = --D('PD) = _D2 - -D,

'P 'P

Supongamos que f es una función continua en IR, no negativa, con soporte en

[-a, a], y que ¡o es la simetrización de f con respecto a 'P. Supongamos también

que u y v son soluciones continuas de los siguientes problemas de Dirichlet,

(Ot + A)u = O, -a < x < a, t > O,

u(-a,t) = O, t > O,

u(a,t) = O, t > O,

u(x, O) = f(x), -a ~ x ~ a,

Si uI viene dada por

(Ot + A)v = O, -a < x < a, t > O,

v(-a, t) = sup f, t > O,
[-a,a]

v(a,t) = O, t > O,

v(x, O) = ¡O(x), -a ~ x ~ a.

uI(s, t) == sup r u(x, t) dp,(x),
F~[-a,a] lF

¡L(F)=¡L( -a,s)

y vI de forma análoga, entonces

t > O, -a < s < a,

(a) (Ot + 13)uI ~ O.

(b) v coincide con su 'P-simetrización, vo, y además (Ot + 13)vI 2:: O.

(c) uI ~ vI.
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Baernstein probó en [3] que (c) equivale a decir que si F: lR ~ lR es convexa y

creciente, entonces

t > O.

En particular, si u y v son no negativas, entonces

t > O, 1 ~ p ~ oo.

En el artículo [13] hemos generalizado el resultado de Borell en varias direc~

ciones. Hemos considerado una clase de medidas de probabilidad más extensa,

las igualdades diferenciales han sido cambiadas por desigualdades, se han añadido

términos no lineales a las ecuaciones. Y finalmente, las condiciones de tipo Dirich­

let en la frontera han sido cambiadas por condiciones de tipo Neumann. En esta

exposición pretendemos dar una idea de cómo realizar las mencionadas generaliza­

ciones; aunque también se enuncian resultados de índole general, que, de acuerdo

con lo que el autor conoce, parecen ser nuevos.

2. rp-SIMETRIZACIÓN

Consideremos el siguiente intervalo centrado en O, J ::: (-a, a) donde O < a ~

oo. Consideremos también una función rp E C(J), tal que rp > O en J y además

fJ rp(x)dx = 1. Entonces, extendiendo rp como Ofuera de J, tenemos que d¡.t(x) ==
rp(x)dx define una medida de probabilidad en lR, cuya función de acumulación es

iI>(x) = ¡.t(-oo, x) = i: rp(y)dy.

Definimos la rp-simetrizaci6n (por la izquierda) de un conjunto A ¡.t-medible como

el intervalo AO = (-a, 13), donde 13 se escoge de manera que ¡.t(AO) = ¡.t(A), o sea,

iI>(f3) = ¡.t(A) , o lo que es lo mismo, 13 = iJi-l(¡.t(A)).

Por otro lado, la rp-simetrizaci6n (por la izquierda) de una función u: A ~ J ~ IR
¡.t-medible se define como una función uO: AO ~ J ~ lR de manera que satisfaga

{UO > t}= {u > t}° para todo t E lR. ¿Cómo queda entonces definida UO?

Ha de ocurrir que {UO > t} = {u > t}O = (-a,f3(t)), donde f3(t) ==
iJi-l (¡.t{u> t}). Luego si x < f3(t) entonces debería ser UO(x) > t, y

por tanto una posible definición sería:

UO(x) = sup{t: x < f3(t)} = sup{t: ¡.t{u >' t} > iJi(x)}.



TÉCNICAS DE SIMETRIZACIÓN APLICADAS A ECUACIONES DIFERENCIALES 5

Por otro lado, si x ~ (j{t) entonces debería ser UO{x) :5 t, Y así otra

posible definición sería:

UO(x) =inf{t: x ~ (j(t)} = inf{t: JL{u > t}:5 41(x)}.

Se da el caso de que ambas posibilidades definen una misma función,

luego uOse define indistintamente de una u otra manera.

Entre las propiedades que podemos destacar están las siguientes:

(2.1) {UO > t} == {u> t}O para todo t E IR.

(2.2) UO es decreciente y continua a la derecha en Ao.

(2.3) u < v ===} UO < va.

(2.4) UO(x-) = inf{ t : ¡.t{u ~ t} < 41(x) } = sup{t : ¡.t{u ~ t}.~ 41(x)}.

(2.5) Si Un -+ u puntualmente, entonces u~ -+ u en todo punto x donde UO

es continua, por tanto hay convergencia puntual salvo en un conjunto a lo sumo

numerable.

(2.6) Si Un -+ U en casi todo punto, entonces u~ -+ u en casi todo punto también.

Estas dos últimas propiedades parecen ser nuevas, pues en la literatura encon­

trada acerca de este tipo de convergencia, sólo se menciona que si Un /" u, entonces

u~ /" uo; y que, para cualquier u, la sucesión un = max{u, (-n)} satisface u~ \.t uo.

Enunciamos a continuación otras propiedades de gran utilidad para el manejo de

esta transformación.

(2.7) ep-simetrización es una transformación equimedible.

Si G: lR -+ lR es medible Borel y u: A ~ J -+ lR es jL-medible, entonces

¡ c.u d¡.t = ¡ c.uod¡.t.
A A·

En particular, ep-simetrización preserva normas:

(2.8) ep-simetrización es una transformación no expansiva.

Si F: [0,00) -+ [0,00) es creciente, convexa, con F(O) = O, Y u, v: A S; J -+ lR son

¡t-medibles, entonces

En particular,



6 C. GONZÁLEZ

(2.9) Desigualdad de tipo Hardy-Littlewood.

Si u, v: A ~ J -+ ][¡ son wmedibles, entonces

r uvdp,:::; I uOvodp,.
lA lAo

La generalidad de este resultado, sin necesidad de imponer condiciones adi­

cionales a u y v, se debe a que estamos trabajando en un espacio de medida finita,

y también a las propiedades de convergencia expuestas en (2.5) y (2.6).

También se puede definir el concepto de cp-simetrización por la derecha. Si

A es p,-medible, entonces su cp-simetrización por la derecha es A· = - AO, y si

u: A ~ J -+ ][¡, entonces su cp-simetrización por la derecha es u·: A· ~ J -+ ][¡,

dada por

Así resulta que u" posee similares propiedades que uO, entre ellas, es creciente,

continua a la derecha, y se trata de una transformación equimedible no expan­

siva, que además satisface la siguiente desigualdad de tipo Hardy-Littlewood: Para

u, v: J -+ ][¡, se tiene

3. LA PROPIEDAD REGULARIZANTE

En esta sección continuamos exponiendo propiedades de la cp-simetrización defi~

nida en la sección previa. Ahora nos interesa que esta transformación haga decrecer

integrales de Dirichlet como ocurre con la simetrización clásica, o sea, nos interesa

saber si la cp-simetrización hace "más suave" las funciones o no.. En este sentido,

usando el teorema de Bolzano, se puede comprobar lo siguiente:

(3.1) Si [ ~ J es un intervalo de J y u: [ -+ ][¡ es continua, entonces uO: [0 -+ ~
es continua.

Pero cuando tratamos de ver si la cp-simetrización reduce módulos de continuidad

o constantes de Lipschitz, entonces nos encontramos con la necesidad de pedir una

condición más a cp. Veamos cierta motivación:

Si [ ~ J es un intervalo de J y u: [ -+ ~, definimos el módulo de

continuidad de u como la siguiente función,

w(6,u)= sup lu(x)-u(y)¡,
x,yEI

Ix-yl<o

6> O.·
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Esta función puede ser caracterizada en términos de conjuntos de nivel,

w(6,u)~w <F:} {U>t+W}ó~{u>t}'VtElR,

donde, para un conjunto S y r > O, Sr denota el conjunto de puntos

que distan de S menos de r, o sea,

Sr = {X: dist(x,S) < r}.

Ahora, si queremos que w(6, UO) ~ w(6, u) para todo 6 > O, entonces

esto equivale a decir que {UO > t+w(6, u)}ó ~ {UO > t} para todo 6> O

y todo t E IR. Esto a su vez es equivalente a que

V6 > O,Vt E IR.

Ahora bien, como siempre se tiene w(6, u) ~ w(6, u), entonces siempre

es cierto que {u > t + w(6, u) 16 ~ {u > t}, o equivalentemente,

V6 > O, 'Vt E IR.

Luego (*) se tendrá si, por ejemplo, se da que

V6 > O, Vt E IR.

La condición (* * *) es la que normalmente se ha adoptado para decir que una

medida sea regularizante, término usado por Ehrhard [9], O isoperimétrica, término

usado por Borell [8].

DEFINICIÓN. Decimos que rp-simetrización es un proceso regularizante, o que

dp,(x) = rp(x)dx es una medida regularizante, o isoperimétrica, si para todo con­

junto A .~ J p,-medible, y para todo r > O,

(R)

Lo anterior impone como condición suficiente, para que rp-simetrización reduzca

módulos de continuidad, que dp,(x) = rp(x)dx sea regularizante. En realidad, es

fácil dar ejemplos que muestran que ésta es también una condición necesaria. Así

pues, llegamos a tener lo siguiente.

(3.2) w(6, UO) ~ w(6, u) 'V6 > O, 'Vu

(3.3) Lip(uO) ~ Lip(u) 'Vu <F:}

<F:} p, es regularizante.

p, es regularizante.

La condición regularizante es también apropiada para que rp-simetrización re­

duzca integrales de Dirichlet, [11]:
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(3.4) Si JL es regularizante, y u es localmente lipschitziana en J, entonces

LGouo F(IDu°1) dJL:::; LGou F((IDul) dJL,

para toda G: lR -+ [0,00) medible Borel y toda F: [0,00) -+ [0,00) convexa, Cre­

ciente, con F(O) = O. En particular, haciendo G = XA y F(x) == x2 , se tiene

{ IDuo1 2 dJL:::; ( IDuI 2 dJL.l uo-l(A) l u -l(A)

Por otro lado, parece posible que también esta propiedad de reducir integrales de

Dirichlet implique que la medida con respecto a la cual se realiza la simetrización

sea regularizante.

Señalemos por otro lado que una gran cantidad de medidas conocidas satisfacen

la propiedad regularizante, entre ellas se incluye la medida de Gauss, o más general,

cualquier medida ep(x)dx tal que logep es cóncava. También existen medidas que

son no regularizantes. Esto puede verse fácilmente a partir de la caracterización

de la clase W de las medidas regularizantes [7, 12, 5]: ep E W si, y sólo si, (i) ep

es simétrica con respecto al punto Xo con <I>(xo) = ~, (ocurre que Xo = Osi J es

finito); y (ii) para'l/J = <p><I>-" se da

O< Zl < Z2 < 1.

4. RESULTADOS DE COMPARACIÓN DE SOLUCIONES

A partir de esta sección en adelante, exponemos los resultados obtenidos en el

artículo [13], y damos una idea de cómo se demuestran. Como queremos trabajar

con soluciones de ecuaciones diferenciales asociadas al operador A, dado por

A = -~D(epD) = _D2 ~ ep' D,
ep ep

para cuando ep(x)dx es una medida regularizante, parece conveniente pedir que

ep E C1(J), y que el espacio base para el operador A sea el siguiente,

{
localmente u es diferencia de dos funciones convexas,}

F(J)= u:J-+lR: .
y además epDu es de variación acotada en J

El pedir que epDu sea una función de variación acotada en J, (epDu E BV(J)),

es una cuestión técnica, la otra condición es para poder interpretar Au en algún

sentido distribucional como una medida de Borel con signo.

Para poder enunciar el resultado principal, hemos de introducir otros operadores:

1 ep'
B = -epD(-D) = _D2 + -D.

ep ep
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3u(y) == ¡Va u(x)d¡.¿(x).

uI(y) == 3uO(y) == r uO(x)d¡.¿(x) == SUp [ u(x)d¡.¿(x).J- a FCJ JF
p.(F)=¡;(-a,V)

Para que el operador 3 pueda aplicarse a u, es necesario que u sea j.t-integrable en

cada intervalo de la forma (-a, y). Denominamos entonces por LJ el espacio de

funciones integrables en cada intervalo del tipo (~a, y), y E J.

TEOREMA 1. Supongamos que u,v E :F(J), uO,v E LJ'y que u,v satisfacen (en

un sentido débil) las desigualdades

Au + cu :S Gcu + 1/, Av + c·v ;:: Gov + 'Fr,

con las siguientes condiciones de regularidad e integrabilidad de los coeficientes:

c es continua y acotada en J; G es convexa; y cu,Gcu,Gcv,V,'Fr E Ll(d¡.¿);

si c no es constante, entonces ha de ser u ;:: O;

vI :S 3'Fr;

sUPJ(G'ou) :S infJ c;

además de las siguientes condiciones de frontera:

rpDu(-a) ;:: O;:: rpDu(a),

rpDv(-a) :S O,

limsuPx-+a- (u(x) - v(x)) :S O.

Entonces

En particular, como 3v(y) == f~a u(x)d¡.¿(x) :S f~a uO(x)d¡.¿(x) == vI(y), entonces

Destaquemos algunas notas interesantes de este teorema.

(4.1) El sentido en el que debemos entender las desigualdades diferenciales que

aparecen en el teorema es el siguiente: Decimos que u satisface la desigualdad

Au + cu :S Gcu + v en sentido débil si para toda función no negativa ( E C~ (J) se

tiene que
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lo cual entra en perfecto acuerdo con el caso en el que u E C2 (J). La otra desigual­

dad se entiende de forma análoga.

(4.2) La primera consecuencia de este teorema es una estimación integral entre u

y v, gracias a que, según Baernstein [3], uI :::; VI equivale a que

{ F(u(x))d¡J-(X):::; ( F(v(x))d¡J-(x), VF: R ~ R convexa y creciente.JJ JJ .

En particular, si u y v son no negativas, entonces uI :::; vI implica

1:::; p:::; oo.

(4.3) La siguiente consecuencia que podemos mencionar es un resultado de uni­

cidad de soluciones cuando los coeficientes son "simétricos": Supongamos que

uE F(J), que u, UO E LJ' Yque u satisface

Au + cu = Gou + v,

donde c =c· es continua y acotada en R, G es convexa, cu,l:J.u, v E O(d¡..t), u ~ O

en el supuesto que c no sea constante, v = vO, sUPJ G'ou :::; infJ e, <pDu(-a) = O~

<pDu(a), y u(a-) existe. Entonces

La razón por la que este resultado es cierto es que del teorema se deduce que

uI :::; Ju :::; uI , o sea,

y.E J.

Luego, derivando, obtenemos u =UO •

(4.4) En esta nota apuntamos que las condiciones de frontera que aparecen en el

teorema son necesarias para que el resultado sea cierto. En efecto, supongamos que

c == G == v == 'Ir == O, <p == cte, entonces las desigualdades diferenciales son

o sea, u es convexa en J, y v es cóncava en J. Los siguientes ejemplos muestran

entonces que todas las condiciones de frontera, salvo la que pide <pDu(a) :::; O, han

de ser necesarias:
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V

I I

ti::Ju :
1 . ·.1

'V'
-.-1------ ... -.1--

Du(-a) l O ~ Du(a)
Du(-a)::; O

uta) ::; u(a.)

u X >;Tu

71
, U :

, I

, V :

--.1-- ..--.----1--
Du( -a) ~ O ~ Du(a)

Du(~a) i O

uta) ::; uta)
u X >;Tu

U

I
I I

--1------.--1-..;.
Du( -a) ~ O ~ Du(a)

Du(-a)::; O

uta) i uta)
u X >;Tu

Para ver que cpDu(a) ::; Oes también una condición necesaria, tomamos e == G ==

0, cp = ~X(-l,l)' U = V = X
2

X[O,1)' y V = 1r = -2X[O,1)' entonces se satisfacen todas

las hipótesis del teorema excepto la condición frontera cpDu(a) ::; O; de hecho, se

tiene cpDu(a) = 1. Y sin embargo, puede comprobarse que u I = Juo > Jv en

(-1,1).

U = 'U :
I
It-- c - --1-

,
I
l" o,·..u
I 0,.. ......

,
V ,,,

---.....

(4.5) Finalmente decimos que uno puede introducir tiempo en las ecuaciones del

teorema, y obtener resultados similares. Las desigualdades diferenciales pasarían a

ser:

(8t + A)u + cu ::; Gou + v, (8t + A)v + c·v 2': Gov + 1r.

5. CÓMO DEMOSTRAMOS EL TEOREMA 1

La demostración del teorema 1 se basa principalmente en la obtención de una

desigualdad diferencial que enunciamos a continuación, y de la que damos una idea

de cómo se prueba en la sección siguiente.

TEOREMA 2. Supongamos que U E F(J), UO E L;T, Y que u satisface (en sentido

débil) la desigualdad Au+cu ::; Gou+v, con las siguientes condiciones de regularidad

e integrabilidad, y de frontera:

c es continua y acotada en J; G es continua; y cu,Gou,Gov,V,1r E Ll(dl-");

si c no es constante, entonces ha de ser u 2': O;

cpDu(-a) 2': O2: cpDu(a).

Entonces la siguiente desigualdad es cierta (en sentido débil):
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Volviendo a la demostración del teorema 1, aplicamos el operador;J a la desigual·

dad Av + c·v ~ Gov + 7r, y obtenemos ;JAv + ;J(c·v) .~ ;J(Gov) + ;J7r. Ahora, usando

que ¡pDv(-a) :S 0, se llega a que ;JAv :S B;Jv. De aquí obtenemos una desigualdad

diferencial similar a la del teorema 2, pero para v,

B;Jv + ;J(c·v) ~ ;J(Gov) + ;J7r.

Juntando estas dos desigualdades, y usando que vI :S ;J7r, obtenemos la siguiente

relación para W = uI - ;Jv,

Nuestra intención es probar que W :S o. Para 10 > 0, consideramos W e = W - 3éil> +
~éil>2. Observemos que si W e 1. 0, entonceS existe So E [-a, al tal que

We(So) = supw(s) > O.
sEJ

Ahora bien, So .¡. -a pues we ( -a) = O. También ha de ser So .¡. a pues la condición

limsup(u(:¡;) - v(x)) :S °l() impide. Así que debería ser So E J, pero esto también
:z:~a"'"

es imposible, pues con la ayuda de la desigualdad (*), que G es convexa y que

sUPJ Gou :S in!Jc, obtendríamos algo parecido a que W e alcanza el máximo en un

punto interior y su segunda derivada es positiva. Todo esto nos muestra que ha de

ser W e :S °para todo 10 > 0, y consecuentemente W :S O. O

6. CÓMO DEMOSTRAMOS EL TEOREMA 2

La demostración del teorema 2 pasa por un proceso de aproximación, cuyos

detalles omitimos en esta exposición, refiriéndonos al artículo [13],. Sin embargo

podemos decir que la idea básica surge cuando consideramos u E C2(J) n F(J), y

solamente tiene un número finito de puntos críticos.

En este caso, p{u = t} = p.{UO = t} = °para todo t E ]R, lo cual implica que

U
O es continua y estrictamente decreciente en J. Por otro lado, fijado t E u(J), de

manera que t no sea un valor crítico, podemos escribir

n

p.{u > t} = U(aí,bí),
í=l

donde u(ai) = U(bí) = t, salvo quizás en el caso en que u(~a) > t (===> al = -a),

Ó u(a) > t (===> bn =a). Además, haciendo uso de que cpDu(-a) ~ °~ cpDu(a)

si es necesario, también tenemos que cpDu(ai) ~ °~ cpDu(bí) es cierto para todo

i = 1, ... ,no
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Cuando se trabaja con desigualdades diferenciales es habitual analizar la ex­

presión del tipo J{u>t} Au(x)dJ-t(x). Haciendo esto, obtenemos

¡ .Au(x)dJ-t(x) = t <pDU(ai) - <pDu(M;::: L I<pDu(x)l·
{u>t} i=1 u(x)=t

Ahora, si x es tal que u(x) = t Y <pDu(x) > O, entonces, en un entorno de x, u es

estrictamente creciente. Así que llamando u a la restricción de u sobre este entorno

de x, haciendo uso del Primer Teorema Fundamental del Cálculo y de un cambio

de variables, obtenemos

1 lt+é
I<pDu(x) I = <pDu(x) = <pDu (u-l(t)) = lim -2 <pDu (u-l(s)) ds

é-tO é t-é

1 l Ü
- ' (t+

é
) 1 ¡= lim -2 <pDu(x)Du(x)dx = lim -2 . IDuI 2 dJ-t.

é-+O é Ü-l(t_é) é-tO é {t-é<Ü<t+é}

Algo' análogo se obtiene cuando u(x) = t Y<pDu(x) < O. Luego todo junto nos da

Esta expresión nos apunta que debemos utilizar el hecho de que <p-simetrización

reduce integrales de Dirichlet. Así que utilizando este hecho, y después volviendo

sobre nuestros pasos con uo,

Todo esto nos dice que si y E J es tal que UO(y) no es un valor crítico, entonces,

llamando ~ = X( -oo,y), obtenemos

BuI(y):s; { AudJ-t == ( Au~ouO-\udJ-t
J{u>UO(y)} JJ

:s; i Gou~ouO-\udJ-t +i v~ouO-\udJ-t - i cu~ouO-\udJ-t.

Ahora, usando la equimedibilidad de <p-simetrización,
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También, debido a que ¡.t{u > UO(y)} == ¡.t{UO > UO(y)} == ¡.t(-a, y),

{ v f,ouO-1ou d¡.t == ! v d¡.t ~ sup (v d¡.t== vX(y).
1J {"U>"U0(y)} F~J lF

I'(F)=I'( -a,y)

Por tanto, sólo nos queda considerar el sumando fJ CU f,ouo-1ou d¡.t. Observemos que

si c es constante entonces c== c·, luego por la equimedibilidad de ¡p-simetrización,

{ c u f,ouO-1oU d¡.t == c· ( UO f,ouO-1oUO d¡.t == r c· UO d¡.t == 3(c·uO) (y).
lJ lJ La

Por otro lado, si c no es constante, entonces, por hipótesis, es u ~ 0, en cuyo caso

se tiene (u f,ouo - 'ou)° == UO f" ya que UO f, es decreciente (pues u ~ O) Yademás

¡.t{uf,ouO-1ou > 00} == ¡.t({u > a}n {u > UO(y)})

== ¡.t({UO > a} n {UD > UO(y)})

== ¡.t({UO > a} n (-oo,y)) == ¡.t{UO f, > a}.

Por consiguiente, de la desigualdad de tipo Hardy-Littlewood, obtenemos

{ cuf,ouo-loud¡.t~ { c· (uf,ouo-1outd¡.t== (Y c.uod¡.t==3{c.uO) (y).
lJ lJ l-a

Juntando todo esto, concluímos lo que queríamos,
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