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GRUPOS SEPARABLES CON RESPECTO A CONJUGACION

Luis Ribes
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1. Introduccién

Sean A y B dos matrices invertibles n x n sobre un cuerpo K. Podemos
considerar a estas matrices como representantes de automorfismos lineales de
un espacio vectorial V' de dimensién n sobre K, con respecto a ciertas bases de
V. Entonces A y B representan el mismo automorfismo si son semejantes, o, con
la terminologia que utilizaremos mas adelante, si son ‘conjugadas’. El reciproco
también es vdlido. Expresemos ésto de manera equivalente: supongamos que
A, B € GL,(K) (el grupo general lineal de grado n); entonces A y B representan
el mismo automorfismo lineal de V' (con respecto a dos bases) si y solo si existe
una matriz T' € GL,(K) de manera que B = T~ 1AT.

Consideremos ahora una situacién mas general. Sea G un gru;;o, yseanay
b elementos de G. Decimos que a y b son conjugados en G si existe un elemento
t € G tal que b = t~lat. En este articulo investigararemos el siguiente problema.

Dado un grupo G 7?‘existe un algoritmo para decidir si dos cualesquiera de
sus elementos son conjugados? Este es uno de los problemas clésicos en la
teorfa de grupos (infinitos). Fue planteado por Dehn [Dehn 11] a principios
del siglo XX, en relacién con los grupos fundamentales de superficies. En el
presente articulo nos conformaremos con algo menos ambicioso: buscar ejemplos
de grupos para los que un tal algoritmo existe. Observemos que en los grupos

de la forma GL,(K) existe un tal algoritmo: si A, B € GL,(K), entonces A
y B son conjugadas si y solo si tienen la misma forma racional canénica. Si

un grupo G es finito, evidentemente existe un procedimiento para decidir si
dos elementos a y b de G son conjugados: simplemente calculemos todos los
productos t~lat, para cada t € G, y comprobemos si alguno de ellos es b.
Este es, desde luego, un algoritmo poco elegante, pero como contrapartida, es
completamente general. De hecho, este es el punto de partida de los resultados
que expondremos en este articulo: adoptamos el punto de vista de que encontrar
un algoritmo para determinar si en un grupo G dos elementos son conjugados,
es un problema trivial si el grupo es finito; y nuestro objetivo es buscar grupos
G para los que decidir si dos elementos de G son conjugados es algo que se



puede averiguar mediante una reduccién del problema a grupos finitos que estdn
relacionados con G. Para hacer esta idea mas transparente necesitamos una
definicién. Definicién Decimos que un grupo G es separable con respecto a

conjugacion, o, de forma mas breve, G es sc, si siempre que a,b € G, ya y
b no son conjugados en G se tiene que existe un cociente finito G/N de G, de
manera que las imdgenes de a y b en G/N no son conjugadas en G/N.

Dicho de otra forma, G es sc si para todo a,b € G, los elementos a y b
son conjugados en G si y solo si, sus iméges en los cocientes finitos de G son
conjugadas. Si un grupo G es sc, estd claramente muy cerca de los grupos

que buscamos (aquellos para los que existe un algoritmo que decida si dos cua-
lesquiera de sus elementos son conjugados; en la terminologia de Dehn, grupos
para los que el problema de la conjugacion es resoluble). El préximo teorema
hace esta idea mas precisa. Recordemos que un grupo G admite un presentacién
finita si tiene la forma G = {z1,...,Zn | 71, - ., 7m)-

Teorema 1.1 ([Mal’cev 58], [Mostowski 66]) i un grupo tiene una presentacion
finita y es separable con respecto a conjugacion, entonces el problema de la
conjugacion es resoluble en ese grupo (es decir, existe un algoritmo para decidir
st dos cualesquiera de los elementos del grupo son conjugados).

La préxima seccién contiene los ejemplos bésicos de grupos sc. Dedicaremos
el resto del articulo a mostrar métodos para construir nuevos grupos separable
con respecto a conjugacion.

2. Ejemplos de Grupos Separable con Respecto a Conjugacién

Se dice que un grupo G es virtualmente libre si es una extension finita de un
grupo libre, es decir, si G contiene un subgrupo normal de indice finito que es
libre.

Teorema 2.1 [Baumslag 65|, [Dyer 79] Todo grupo virtualmente libre es sepa-
rable con respecto a conjugacion.

Se dice que un grupo G es policiclico si admite una serie finita
G=G>Gi>--->pGp={1}

tal que cada cociente G;/Gi+1 sea ciclico. Por ejemplo, todo grupo abeliano
(o, mas general, nilpotente) finitamente generado es policiclico. El grupo G es
virtualmente policiclico si contiene un subgrupo normal de fndice finito que es
policiclico.



Teorema 2.2 ([Remeslennikov 69], [Formanek 76]) Los grupos virtualmente
policiclicos son separable con respecto a conjugacion.

Si G1 v G9 son dos grupos, su producto libre G1 * G2 es un grupo cuyos
elementos son ‘productos formales’ z1y1T2y2 - - - TnYn, donde z1, x2,...,2, € Gy
and y1,%s,. . -,Yn € G2; la multiplicacién en Gy * G5 se hace concatenando estos
‘productos formales’, y utilizando las operaciones en G y en Go siempre que
se sea factible. (Para una definicién mas precisa se puede consultar [Lyndon-
Schupp 77], por ejemplo.)

Teorema 2.3 [Remeslennikov 71] El producto libre de dos grupos separables con
respecto a conjugacion es también separable con respecto a conjugacion.

Estos tres teoremas permiten construir bastantes ejemplos de grupos sc.
Para ampliar nuestro conocimiento de los grupos sc, C. Y. Tang conjeturé hace
tiempo otra forma de construir nuevos grupos sc basada en los productos libres
amalgamados. Sea H un subgrupo de un grupo G; y también de un grupo
G5. Recordemos que el producto libre amalgamado Gy *g Gz de Gy y Go
amalgamando H, se construye identificando en el producto libre G; * G cada
elemento h € H como elemento de G con el correspondiente A como elemento
de G2 (cf. [Lyndon-Schupp 77]).

Pregunta/Conjetura de C. Y. Tang [Kourovka Notebook 82]. ?‘Es el
producto libre

Gt xp G

de dos grupos policiclicos G1 y G2 amalgamando un subgrupo ciclico H, sepa-
rable con respecto a conjugacion?

El siguiente resultado contiene una respuesta positiva a esta conjetura, y
proporciona una gran cantidad de grupos que son sc.

Teorema 2.4 [Ribes-Segal-Zalesskii 98] Definamos de manera recursiva una
SUCesion Xy, Xa, - -- de clases de grupos:

X1 es la clase de todos los grupos que son bien virtualmente libres o bien
virtualmente policiclicos. Sii > 1 y las clases xq,...,Xi—1 Yo se han definido,
entonces x,; consiste en todos los grupos de la forma

Gy *g Go,

donde G1,Gy € x;_1 y H es un subgrupo ciclico de G1 y G2. FEntonces
cualgquier grupo en la clase



oo
X = U Xi
i=1

es separable con respecto a conjugacion.

Este teorema es consecuencia de dos resultados mas generales. Para poder
enunciarlos necesitamos primero introducir cierta terminologia. Este es el tema
de la siguiente seccién.

3. La Topologia Profinita de un Grupo

Dado un grupo G, consideremos la coleccién A de todos sus subgrupos
normales NV de fndice finito. Entonces G se convierte en un grupo topoldgico si
imponemos que N sea una base fundamental de entornos del elemento identidad
1 de G. Esta es la llamada topologia profinite de G. La complecién con respecto
a esta topologia

G = lim G/N
Pr—

NeN

es un grupo topolégico compacto, Hausdorff y totalmente discontinuo, es decir
un grupo profinito, y se denomina la complecién profinita de G.

Observemos que existe un homomorfismo canénico

1: G — G.

Este homomorfismo es una inyeccién si y solo si G es residualmente finito, es
decir si y solo si

(| N=1

NeN
Denotemos la clase de conjugacién de un elemento z € G mediante
2% = {g'zg| g€ G.

Entonces es facil traducir a una terminologfa topolégica el concepto de separa-
bilidad con respecto a conjugacién:

Lema 3.1 Un grupo G es separable con respecto a conjugacion si y solo si las
clases de conjugacion de G son conjuntos cerrados en la topologia profinita de

G.



La siguiente observacién es igualmente sencilla de verificar:

Lema 3.2 Si un grupo G es separable con respecto a conjugacidn, entonces
es residualmente finito o, lo que es lo mismo, la topologta profinita de G es
Hausdorff.

Aunque ésta es una afirmacién casi obvia, nos proporciona una primera
advertencia de que demostrar que un grupo es sc, no serd, en general, una
tarea sencilla. Se sabe de antiguo que el problema de averiguar si un producto
libre amalgamado es residualmente finito ofrece bastantes escollos (véase, e.g.,
[Baumslag 63]).

Se dice que un grupo R es casi-potente si todo subgrupo ciclico H de R
contiene un subgrupo K, de manera que los subgrupos de indice finito en K
tienen la forma H N N para algin subgrupo normal N de G de indice finito.
Una consecuencia, mas intuitiva, de concepto de ‘casi-potencia’ es la siguiente:
la topologfa profinita de G induce en cada subgrupo ciclico H su propia topologia,
profinita. El préximo lema nos proporciona una gran coleccién de ejemplos de
grupos casi-potentes.

Lema 3.3 Todo grupo virtualmente libre o virtualmente policiclico es casi-
polente.

4. Dos Resultados Fundamentales

En esta seccién enunciamos los dos teoremas que menciondbamos mas ar-
riba. Necesitamos primero definir una cierta clase de grupos que, en un princi-
pio, puede parecer excesivamente restringida. Sin embargo, es precisamente la
adecuada eleccién de las propiedades que definen a esta clase lo que nos permite
obtener unos resultados lo suficientemente amplios como para conseguir una
demostracién del Teorema 2.4. Un primer intento de demostrar la conjetura
de Tang aparece en [Ribes-Zalesskii 96]. El teorema central de ese articulo de-
muestra que la conjetura de Tang es correcta si en vez de grupos policiclicos nos
limitamos a grupos finitamente generados que sean virtualmente nilpotentes.
La clase x que definimos a continuacién refleja las propiedades que aparecen en
la demostracién de ese teorema. )

La clase x

Por definicién x es la clase de todos los grupos R que satisfacen las siguientes
propiedades:



(i) R separable con respecto a conjugacién. (ii) R es casi-potente. (iii) Si

A y B son subgrupos ciclicos de R, entonces el conjunto AB es cerrado en
la topologfa profinita de R; o, de manera equivalente, si z € R ~ AB, existe
un subgrupo normal de fndice finito en R tal que x ¢ ABN, (iv) Si A es un

subgrupo ciclico de R y z es un elemento de R con zF N A = = 0 (es decir, A
no contiene ninguno de los conjugados de z en R), entonces Bnd=0 [aqui

identificamos a R con su imagen candnica en R y A denota la clausura de A en
R] (v) Si A y B son subgrupos ciclicos de Ry ANB =1, entonces ANB =1

en R. (vi) Si r € R es un elemento de orden infinito, y v € R normaliza a T,

1 1 1

es decir si y(r)y~! = (r), entonces bien yry~! =r o bien yry~! =r-

Los siguiente teoremas justifican y explican la importancia de la clase x.
El primero establece que la clase x es cerrada con respecto a la formacién de
productos libres amalgamando subgrupos ciclicos. Y el segundo proporciona
una gran variedad de grupos que pertecen a la clase x.

Teorema 4.1 Consideremos dos grupos G, y Go en x. Supongamos que H sea
un subgrupo ciclico comin a G1 y Go. Entonces Gy *g Ga € X.

Teorema 4.2 La clase x contiene a

i) Todos los grupos virtualmente libres;

11) Todos los grupos virtualmente policiclicos;
tt) Todos los grupos Fuchsianos;

w) Todos los grupos de superficies.

Notemos que el Teorema 2.4 se sigue inmediatamente de estos dos resultados.

Para hacer esta exposicién lo mas completa posible, recordaremos las defini-
ciones de grupos Fuchsiano y grupo de superficies. Lo mas 1itil para nosotros es
dar una definicién en términos de presentaciones.

Un grupo Fuchsiano admite una presentacién del siguiente tipo:

(a1, ..,ag,b1,...,bgyC1,...,Cn |

et=-=cr=1 c- an[az, |=1),

g=1
5 dondecadae; es bien un ndimero natural mayor o igual a 2, o bien co.

Por tanto, un grupo Fuchsiano es un producto libre de un grupo que es un
producto libre de grupos ciclicos, y de un grupo libre amalgamando un subgrupo
ciclico.



Un grupo de superficies admite una presentacién de uno de los tipos sigu-
ientes:

T k
<sla"';s'f"v1a"’5vkIHSiHU?> (k>0)

i=1 i=1

T g9

(slv'"as‘r‘ytl)ul,""tgvug ‘ HSiH[tiauiD

=1 =1

Por consiguiente, un grupo de superficies es un producto libre de dos grupos
libres amalgamando un subgrupo ciclico.

Vemos pues que, en realidad, las dos iltimas partes del Teorema 4.2 son
consecuencias inmediatas del Teorema 4.1 y de las partes i) y ii) del Teorema
4.2.

5. Los Métodos de Demostracién

La herramienta bésica en las demostraciones de estos teoremas es la teoria
de grupos que operan sobre drboles..«Yos drboles que utilizamos son de dos
tipos: por una parte drboles en el senfido habitual (lo que llamamos drboles
abstractos, es decir, grafos conexos y sin circuitos), y por otra, drboles profini-
tos (éstos son ciertos grafos en los que los conjuntos de vértices y de aristas
tienen una topologia compacta, Hausdorfl y totalmente discontinua; para una
definicién precisa véase [Gildenhuys-Ribes 78] o el libro de préxima aparicién
[Ribes-Zalesskii 99)).

Consideremos un producto libre amalgamado

G= Gl *rr G2
S degruposabstractosGy and G5 amalgamando un subgrupo comin H. De-
notemos mediante S(G) el drbol (orientado) asociado canénicamente a esta con-
struccién. Recordemos la definicién de este drbol:
VERTICES V(@) =G/G1UG/G2
EDGES E(S(G))=G/H

FUNCIONES DE INCIDENCIA  dy(gH) = gG; (i =1,2).



Supongamos ahora que tenemos la construccién andloga en la categorfa de
grupos profinitos: sea

P=T1AT:

> unproductolibrededosgrupospro finitosT'; and I's amalgamando un sub-
grupo cerrado comiin A (exigiremos ademds que los homomorfismos canénicos
I'; — I' (i = 1,2), sean inyecciones; este requisito se cumple automsticamente
en el caso de grupos abstractos, pero no en el caso de grupos profinitos: véase
[Ribes 71]). Asociado con esta construccién existe un un grafo profinito (orien-
tado):

VERTICES  V(S(I')) =I/Ty UT/T,
ARISTAS  E(S(I)) =T/A

FUNCIONES DE INCIDENCIA di(vA) =T (i=1,2).
De hecho S(I') es un 4rbol profinito.

Para las demostraciones de los resultados que nos incumben aqui, queremos
que I'; sea la complecién profinita de G;, es decir, I = Gy, (i = 1,2) y A de H.
Bajo ciertas condiciones resulta que si G = G xg G2 , entonces

@‘—‘@1 *ﬁ@2

Esto implica que el drbol abstracto S(G) aparece de forma natural como
un subdrbol (denso) del drbol profinito S(G). Eso nos permite trasladar las
propiedades de grupos a propiedades de estos drboles y, con un poco de trabajo,
obtener demostraciones de los resultados expuestos en esta nota. (Para mas
detalles se puede consultar el articulo [Ribes-Segal-Zalesskii 98].
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