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MEDIDAS SOBRE PROYECCIONES EN’
ANILLOS ESTRELLADOS DE BAER

PEDRO MORALES Y  FRANcISCO GARcfA MAZARfO

1. Introduccidén

Cuando se analizan los sistemas fisicos de la Mec4nica Cudntica desde el punto de vista
estadistico, se encuentran en su base una estructura ordenada £ de “proposiciones”, una
estructura convexa S de “estados” y una relacién entre estas dos estructuras que permite a
cada estado de § comportarse como una “medida de probabilidad” sobre £. Este andlisis
fue realizado magistralmente por Mackey [15] en su formulacién axiomética de la Mecénica
Cuaéntica, donde se postula que § es isomorfo al reticulo ortomodular completo de todos los
subespacios cerrados de un espacio de Hilbert sobre € separable y de dimensién infinita.

Ademds, la estructura (£, S) genera de manera natural para cada a € L una aplicacién
ga : & — 8 que se interpreta como la transformacién sufrida por el estado del sistema
fisico después de una medicién idealizada de a. Foulis [9] descubrié la manera de obtener
del conjunto {g, : @ € L} un “semigrupo estrellado de Baer” que, en ciertos casos, conduce
a un anillo estrellado de Baer. La importancia de estas estructuras para la teorfa de la
medicién en Mecénica Cudntica estd licidamente expuesta en {2, Chapter 16]. Notemos que
los anillos estrellados de Baer tienen sus raices en la teorfa de las dlgebras de operadores
(ver [21]) y sirven para axiomatizar algunas partes de la teorfa de las dlgebras de von
Neumann (ver [12]).

El propésito de esta nota es estudiar ciertas propiedades no triviales de medidas sobre
proyecciones en un anillo estrellado de Baer y con valores en un po-grupo m-valorado G.
Los resultados principales aparecen en las secciones 4 y 5, y son los siguientes:

1) El establecimiento de condiciones necesarias y suficientes para la existencia del
soporte de una G-medida, que extiende un reciente resultado que se encuentra en [16] y el
resultado cldsico de existencia del soporte para todo funcional lineal positivo normal sobre
un dlgebra de von Neumann [8].

2) La aproximacién de una R-medida completamente aditiva sobre proyecciones en
- B(H), donde H es un espacio de Hilbert sobre € tal que dim(H) > 3, y que extiende un
resultado que se encuentra en [14].

3) La descomposicién de Yosida-Hewitt de una medida definida en un conjunto orde-
nado ortomodular y con valores en un I-grupo m-valorado, y que extiende resultados que
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se encuentran en {1] y [13].

Para conseguir que esta nota sea casi autocontenida, exponemos en las secciones 2 y
3 algunas nociones bésicas sobre los anillos estrellados de Baer y los espacios normados de

Riesz.

2. Anillos estrellados de Baer

Todos los anillos considerados en esta nota son asociativos.
Sea A un anillo. Una involucién en A es una aplicacién z — z* de A en A que
satisface los siguientes axiomas:
i) (z*)* = z para todo z € A.
ii) (z +y)* =z* + y* para todo z,y € A.
iii) (zy)* = y*z* para todo z,y € A.
Si * es una involucién en A, el par (4, *) recibe el nombre de anillo con involucién o
anillo involutivo.
Cuando el anillo A es también un &lgebra sobre un cuerpo F' con una involucién
A — X (XA € F), supondremos ademas que (Az)* = Az* paratodoz € Ay A€ F,y
diremos que (A4, *) es un lgebra con involucién. Por ejemplo, si H es un espacio de Hilbert
sobre €, A = B(H) es el lgebra sobre € de todos los operadores lineales y acotados sobre
H y para a € A se define a* como el operador adjunto de a, entonces (A, *) es un dlgebra
con involucién.

Sea (4, #) un anillo con involucién.

Un elemento e € A se dice que es una proyeccién en A si e? = e = ¢*. El conjunto
de todas las proyecciones en A serad denotado por P(A). Si 0 es el cero de A, entonces
0 € P(A). Ademds, si el anillo A posee una uhidad 1, entonces 1 € P(4).

Definamos una relacién binaria < sobre P(A) por la férmula: e < f <= ef =€ (0
equivalentemente fe = e).

Lema 2.1. El conjunto (P(A),<) es parcialmente ordenado y 0 es su primer ele-
mento. Ademds, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i)esf
i) eAC fA
1) Ae C Af

Demostracién. La verificacién de que < es una relacién de orden parcial con primer
. elemento es inmediata.
Probemos que'i) = ii). Sea z € eA. Entonces existe a € 4 tal que z = ea. Pero
fe = e. Entonces z = (fe)a = f(ea) € fA.
Probemos que ii) =>.iii). Sea z € Ae. Entonces existe a € A tal que z = ae. Se
tiene que z* = ea* € eA C fA. Entonces existe b € A tal que z* = fb. En consecuencia,
r="b"f e Af.



Probemos que iii) = i). Puesto que ¢ = €2, se tiene que ¢ € Ae C Af. Entonces
existe a € 4 tal que e = af, de donde ef = (af)f =af? =af =e.

Dos proyecciones e y f se dicen ortogonales, y se escribee 1 f,sief =0 (o equiva-
lentemente fe = 0). Notemos que

e,fEP(A) y el f=e+ fe€ P(A)

Lema 2.2. Sean e, f € P(A) tales que e < f. Entonces f—ec P(A), f—-eley
foe<f.

Demostracién. Puesto que (—a)* = —a para todo a € A, se tiene que (f —e)* =
f—e. Ademids, (f — e)2 = (f - e)(f—e) — fe—ef +e. Puesto que fe = e =e¢f, se
deduce que (f —e)? = '

Ademds, e(f — €) = ef — e = 0. Finalmente, f(f —e)=f~fe=f—e.

Sea D un subconjunto no vacio de un conjunto parcialmente ordenado (E,<). Si el
supremo (respectivamente el infimo) de D existe en E, se denotard por \/ D (respectiva-
mente A D). En particular, escribiremos

.V{z,y}=sz, Vi : ieI}:\/ieIzi, Vizi : ielN}:V:ow,
Me,yt=zAy, Afzi: iEI}:/\‘_GIx,-, Nz : ie]N}:/\:ox

Lema 2.3. Sean e, f € P(A) tales que ef = fe. EntonceseAf y eV f eristen en
P(A) y vienen dados por las formulas e A f=ef y eVf=e+ f—ef.

Demostracién. Notemos en primer ligar que la hipétesis ef = fe implica que
ef € P(A). Sea g = ef. Trivialmente g es una cota inferior del conjunto {e, f}. Sea g' una
cota inferior del conjunto {e, f}. Entonces ¢' < e y ¢' £ f. Por consiguiente, g'e = ¢' y
g'f=g',dedonde ¢' =¢'f = (g'e)f = ¢'g.

Notemos, en segundo lugar, que e + f — ef € P(A) bajo la hipdtesis ef = fe. Sea
h =e+ f —ef. Trivialmente k es una cota superior del conjunto {e, f}. Sea A’ una cota
superior del conjunto {e, f}. Entonces h'e =e y h'f = f, de donde h'(e+ f) =e+ f ¥
h'(ef) = ef. En consecuencia, h'h = h.

Un subconjunto B de A se dice que es un subanillo de A si B es un subgrupo del
grupo aditivo de A y 2y € B para todo z,y € B. Notemos que si 4 tiene una unidad
1, un subanillo de A puede tener una unidad diferente de 1. Por ejemplo, si se define
(u,v)* = (4, V) para todo (u,v) € € x €, entonces (€ x €, %) es un anillo involutivo tal
que € x € es un anillo con unidad (1,1), mientras que € x{0} es un subanillo de € x €
cuya unidad es (1,0).

Sea B un subgrupo del grupo aditivo de A. Se dice que
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i} B cs un ideal por la derecha de A si Ba C B para todo a € A.
ii) B es un ideal por la izquierda de A si aB C B para todo a € A.
iii) B es un ideal de A si es un ideal por la derecha y por la izquierda de A.

Por ejemplo, si z € A, entonces B; = zA es un ideal por la derecha de A y Bz = Az
es un ideal por la izquierda de A.

Notemos que todo ideal por la derecha o por la izquierda de A es un subanillo de A.

Sea M un subconjunto no vacio de A. Se dice que M es un subconjunto estrellado de
Asi z € M => z € M*, o, equivalentemente, si M = M*, donde M* = {z*: z € M}.

Un subanillo estrellado de (A4, *) es un subanillo B de A tal que B es un subconjunto
estrellado de A. Claramente, si B en un subanillo estrellado de (4, *), entonces (B, * )
es un anillo estrellado. Un ideal estrellado de (A, *) es un ideal B de A tal que B es un
subconjunto estrellado de A. Claramente todo ideal estrellado de (4,*) es un subanillo
estrellado de (4, *), pero no reciprocamente. Por ejemplo, si S es un subconjunto estrellado
de Ay B={z € A: sz = zs para todo s-€ S}, entonces B es un subanillo estrellado de
(A,*) que no es un ideal estrellado de (4, *).

Sea S un subconjunto no vacio de A. Escribamos
R(S)={z € A: sz =0 para todo s € S}
L(8)={z € A: zs = 0 para todo s € S}

Notemos que 0 € R(S) N L(S). El conjunto R(S) (respectivamente L(S)) se llama el
anulador por la derecha (respectivamente el anulador por la izquierda) de S.

Lema 2.4. Sea S un subconjunto no vacio de A. Entonces
i) R(S) es un ideal por la derecha de A.

) L(S) es un ideal por la izquierda de A.

i) R(S*) = (L(5))" y L(5*) = (R(S))".

Demostracién. i) Claramente R(S) es un subgrupo del grupo aditivo de A. Sea
a € A. Siz € R(S), entonces sz = 0 para todo s € S, de donde s(za) = (sz)a = 0 para
todo s € S. Por lo tanto, za € R(S).

ii) La demostracién es similar a i).

iii) Sea = € R(S*). Entonces s*z = 0 para todo s € S. Puesto que z*s = 0 para todo
s € S, se tiene que z* € L(S) v, en consecuencia, z € (L(S))". Sea y € (L(5))". Entonces
y* € L(S) y, en consecuencia, y*s = 0 para todo s € S. Puesto que s*y = 0 para todo
s* € §*, se deduce que y € R(S*).

Puesto que (5*)* = 5, se tiene que R((5*)*) = (L(5*))", de donde (R($))" = L(5™).

Un anillo estrellado de Baer es un anillo con involucidn (A, *) que satisface el siguiente
axioma:

(B) Para todo subconjunto no vacio S de A existe un elemento ¢ € P(A4) tal que
R(S) = eA.



Lema 2.5. Un anillo con involucidn (A,*) es un anillo estrellado de Baer si y sélo
st satisface el siguiente axioma:
(B*) Para todo subconjunto no wvacio T de A existe un elemento f € P(A) tal que
L(T) = Af.

Demostracién. Supongamos que (A, ) es un anillo estrellado de Baer. Sea T
un subconjunto no vacio de A y consideremos S = T*. De acuerdo con el axioma (B),
existe un elemento e € P(A) tal que R(S) = eA. Utilizando el lema 2.4 se deduce que
L(T)=(eA)* = Af con f=e*=e.

Supongamos que (4, *) es un anillo con involucién que satisface el axioma (B*). Sea
S un subconjunto no vacio de A. Sea T = S*. De acuerdo con €l axioma (B*), existe
un elemento f € P(A) tal que L(T) = Af. Utilizando el lema 2.4 se deduce que R(S) =
(Af)* =eAcone=f*=f.

Lema 2.6. Sea (A,*) un anillo estrellado de Baer y S un subconjunto no vacio de
A. Entonces la proyeccion e en A que generg eA es tdnica.

Demostracién. Supongamos que existan dos elementos ej,e; € P(A) tales que
R(S) = e1A y R(S) = ez A. Entonces €14 = ez A. El lema 2.1 implica que e; < ez ¥y
e2 < e;. Entonces e; = e5.

Observacidn 2.7, Sea (4,*) un anillo estrellado de Baer y T' un subconjunto no
vacio de A. Entonces se puede igualmente probar que la proyeccién f en A que genera Af
es tinica.

Lema 2.8, Todo anillo estrellado de Baer (A,*) es un anillo con unidad.

Demostracién. Sean S = T = {0}. Entonces R(S) = L(5) = A. De acuerdo
con el lema 2.6 y la observacién 2.7, existen dos tnicos elementos eg, fo € P(A4) tales
que egA = A = Afy. Puesto que A = (Afp)* = fo4, el lema 2.1 implica que eg = fo.
Sea eg = fy = 1. Probemos que 1 es la unidad de A. Sea z € A. Entonces existen
dos elementos a,b € A tales que z = la y z = bl. Se tiene: lz = 1(la) = la=z ¥y
z1 = (b1)1 = bl = z, de donde 1z = z1 = z.

Puesto que el = e para todo e € P(4), se deduce que 1 es el dltimo elemento del
conjunto parcialmente ordenado (P(A4),<). Ademds, si e € P(A) el lema 2.2 implica que
l-eeP(A)yl—-cele.

En lo sucesivo (A4, *) designaré un anillo estrellado de Baer.

Lema 2.9. Siz € A, entonces zz* = 0 implica z = 0.

Demostracién. Sea S = {z}. De acuerdo con el lema 2.6 existe un tGnico elemento
e € P(A) tal que R(S) = eA. Puesto que ¢ € eA, se tiene que ze = 0, de donde
ex* = 0. Pero zz* = 0. Por lo tanto, z* € eA. Sea a € A tal que z* = ea. Entonces
0 = ez* = e(ea) = ea = z*, de donde z = 0.



Sean S y T dos subconjuntos no vacios de A. De acuerdo con el lema 2.6 y la
observacién 2.7 existen dos tnicas proyecciones e y f en A tales que R(S) = ed y
L(T) = Af. Entonces

a) la proyeccién 1 — e se llama proyeccién por la derecha de S, y se denota por

RP(S), y
b) la proyeccién 1 — f se llama proyeccién por la izquierda de T, y se denota por
LP(T).

Para todo z € A escribiremos en lo sucesivo RP(z) y LP(z) en lugar de RP({z}) y
LP({z}), respectivamente.

Lema 2.10. Sea S un subconjunto no vacio de A. Enfonces
i) yRP(S) =y para todo y € S.

i) LP(S)y = y para todo y € S.

#i) RP(S)z =0 <= yz =0 para todo y € S.

w) LP(S) =0 <= zy =0 para tedo y € S.
v) RP(z) = LP(z*) para todo z € A.

vi) Siz € A, e € P(A) y ze =z, entonces RP(z) <e.

Demostracién. i) Sea RP(S) = 1 —e. Puesto que e € e4, se tiene que ye = 0 para
todo y € S. Entonces y(1 —e) =y — ye =y para todo y € S.

i1) La demostracién es similar a i).

iii) Sea RP(S)z = 0. Entonces 0 = (1 —e)z =z —ex, de donde z = ez € eA = R(S).
Se deduce que yz = 0 para todo y € S.

Supongamos que yz = 0 para todo y € S. Entonces z € R(S) = eA. Sea a € A tal
que z = ea. Entonces ez = e(ea) = ea = z, de donde (1 —e)z = z —ez. En consecuencia,
RP(S)z =0.

iv) La demostracién es similar a iii).

v) Sea z € A. Pongamos R({z}) = eA y L({z*}) = Af cone,f € P(A). Puesto
que {z*} = {z}*, el lema 2.4 implica que L({z*}) = (R({z}))* = (eAy* = Ae. En
consecuencia, se deduce del lema 2.1 que e = f, de donde RP(z) = LP(z*).

vi) Puesto que z(1 —e) = 0, la propiedad iii) implica que RP(z)(1—¢) =0, de donde
RP(z) <e.

Consideremos el sistema (L, <, 1,0,1) donde L es un conjunto, < es una relacién bina-
ria sobre L, 1 es una aplicacién de L en L y 0y 1 son dos elementos distinguidos y diferentes
de L. Decimos que el sistema L = (L,<,%,0,1) es un conjunto ordenado ortomodular si
satisface los siguientes axiomas:

a) (L,<) es un conjunto parcialmente ordenado. ;

b) 0 es el primer elemento de L y 1 es el dltimo elemento de L.
¢) a<b==bt<at.

d) (a-'-\)'L=a y a Aat =0 para todo a € L.
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€) Sia,be L y a<bl, entonces a V b existe en L.
f) Sia,b€ L y a <b, entonces b=aV (a* Ab).
De estos axiomas se deduce inmediatamente que 0+ = 1,1+ =0 y aVat =1 para
todo a € L. .
Un reticulo ortomodular es un conjunto ordenado ortomodular tal que (L, <) es un
reticulo. Un reticulo ortomodular distributivo se llama un 3lgebra de Boole. Un reticulo
ortomodular L se dice completo si para toda familia (a;)ies de elementos de L, vie! a; y

/\, a; existen en L.
iel

Teorema 2.11. Si + : P(A) — P(A) es la aplicacién definida por la férmula
el = 1 —e, entonces (P(A),<,%,0,1) es un reticulo ortomodular completo. Ademds,
el f <> e < ft para todo e, f € P(A)..

Demostracién. Verifiquemos en primer lugar los axiomas a) - f) de la definicién
precedente.

Los axiomas a) y b) son consecuencias inmediatas de los lemas 2.1 y 2.8.

Verifiquemos el axioma c): Sean e, f € P(A) tales que e < f. Entonces fe == e. Por
lo tanto, flet =(1—f)(1—e)=1—e—f+ fe=1—f = f+, de donde fL <el.

Verifiquemos el axioma d): Sea e € P(A). En primer lugar, (E'L)'I' =(1-e)t =
1—(1—¢) = e. Ademss, puesto que eet =0 = ele, se deduce del lema 2.3 que eAel = 0.

Verifiquemos el axioma e): Sean e, f € P(A) tales que e < f*. Entonces ef* =e,
de donde ef = 0, y, por consiguiente, fe = 0. De acuerdo con el lema 2.3, e V f existe en
P(A)yesigualaed+ f—ef =e+f.

Verifiquemos el axioma f): Sean e, f € P(A) tales que e < f. Entonces ef = fe = e.
Puesto que et f = fel, el lema 2.3 implica que et A f existe en P(4) y es igual a f —e.
También e(f —e) = 0 = (f — e)e, y el mismo lema 2.3 implica que e V (et A f) existe en
P(A)yesigualae+ (f—e)—e(f—e)=f.

Comprobemos ahora que (P(A), <) es un reticulo. Sean €, f € P(A). Vamos a probar
queeV f=f+RPle(l1-f)] yeAf=e—LPle(l-])]

Escribamos z = ¢(1 — f) = e —ef y g = RP(z). Puesto que zf = 0, se tiene que
gf =0y, por lo tanto, f+¢g € P(A). Pongamos h = f+g. Debemos probar que h = eV f.
Claramente f < h. También e < h. En efecto, puesto que g = RP(z), €l lema 2.10 implica
quezg —z =0. Perozg—z=(e—ef)g—(e—ef) =eg—e(fg)—e+ef =eg—e+ef,
de donde ¢ = ef + eg = eh. Por otra parte, supongamos que k es una proyeccién en A-tal
que e < k y f < k. Claramente zk = z, de donde z(1 — k) = 0. Entonces, de acuerdo
con el lema 2.10, se tiene que g(1 — k) = 0, de donde g < k. Puesto que f < k resulta que
h<k.

En consecuencia, h = e V f. Se sigue inmediatamente que e A f existe en P(A) y-es
iguala 1~ (1~ f)V (1 —e). Entoncese A f =1~ ((1—e)+RP[(1-f)(1—(1+e))]) =
e — RP[(1 - f)e] = e —~ LP[e(1 — f)] en virtud del lema 2.10.

Hasta aqui hemos demostrado que (P(4), <,*,0,1) es un reticulo ortomodular. Pro-
bemos que (P(4), <) es un reticulo completo. Sea (e;)ier una familia cualquiera de ele-
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mentos de P(A). Pongamos S = {e; : i € I} y escribamos RP(S) = e, donde e € P(A).
De acuerdo con el lema 2.10, se tiene que e;e = e; para todo ¢ € I y, en consecuencia,
e es una cota superior del conjunto S. Sea f € P(A) una cota superior del conjunto
S. Entonces e;(1 — f) = 0 para todo ¢ € I. De acuerdo con el lema 2.10, se tiene que

e(l — f) =0, de donde e < f. En consecuencia, e = \/ ;6 Ademis, 1 — V'el(l )

existe en P(A) y se comprueba ficilmente que es igual a /\‘eI €.
t

ic
La dltima afirmacién es trivial.

Observacién 2.12. Sea (4, *) un anillo con involucién tal que A poseé una unidad 1.
Si para todo ¢ € P(A) se define et = 1—¢, entonces la demostracién anterior establece que,
en general, el sistema (P(A), <,*,0,1) es solamente un conjunto ordenado ortomodular.

Sea B un subanillo estrellado de (A, *). Se dice que B un subanillo estrellado de Baer
de (A, #) si se verifican las siguientes condiciones:

i) z € B= RP(z) € B.
ii) Si (e;)ier es una familia de elementos de P(B), entonces vieI ei € B.

Por ejemplo, si e € P(A) y B = eAe, entonces B es un subanillo estrellado de Baer
de (A, ) tal que B posee como unidad e y P(B) = {f € P(4): f <e}.

Para mis detalles concernientes a los anillos estrellados de Baer pueden consultarse
las monografias [3] y [12].

Ejemplos 2.13. 1) Todo anillo conmutativo con unidad y sin divisores de cero A
es un anillo estrellado de Baer si se define z* = ¢ para todo z € A.

2) Sean (A4, ) un anillo estrellado de Baer y B un subanillo estrellado de Baer de
(A,*). Entonces (B,*|g) es un anillo estrellado de Baer tal que B posee como unidad

e= \/zeB RP(z).

3) Si (4, *) es un anillo estrellado de Baer y (B;)icr es una familia cualquiera de
subanillos estrellados de Baer de (A4, *), entonces ();¢; Bi es también un subanillo estrellado
de Baer de (4, ).

4) Sean (A;,*)icr una familia de anillos estrellados de Baer y A el anillo producto
directo de la familia (A;)icr. Sipara z = (a;)ier se define z* = (a})ies, entonces (A,*) es
un anillo estrellado de Baer llamado producto directo de la familia (A;)ier y que se denota
por [[;e (4i,*)-

5) Sean (Aj, *)ics una familia de anillos estrellados de Baer, (B, *) = [[;e/(4:, *), Bo
el ideal estrellado de (B, *) formado por todos los elementos z* = (a} )icr de B para los
cuales todas las componentes a; de z, excepto un nimero finito, son nulas, B; el subanillo
de B generado por P(B) y A = Bg + B;. Entonces, (4,%|,) es un anillo estrellado de
Baer llamado la (P*)-suma de la familia (A;, *)icr.
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6) Sea (L,<,*,0,1) un algebra de Boole completa (éste es el caso, por ejemplo, si L
es o-completa y existe una JR-medida estrictamente positiva sobre L (ver [18])). Entonces
L dotado de las operaciones binarias a + b= (at Ab)V (a Abt) y ab=a A b es un anillo
conmutativo con cero 0 y unidad 1. Ademds, si se define ¢* = a para todo a € L, entonces
(L,*) es un anillo estrellado de Baer. '

7) Sea F un cuerpo, n € IN\{0,1}, A el anillo de las matrices n x n sobre F' y * la
involucién sobre A dada por la transposicién. Entonces (4, *) es un anillo estrellado de
Baer si oy, @2,...,0n € F vy a3 +a2+---+a? = 0implica a; = O paratodo: = 1,2,...,n.
(Esto ocurre, por ejemplo, si F' = IR, obienn = 2y F = GF(3), el cuerpo de tres elementos
0,1,-1).

8)Sea A={a=(An)nenw: \n€C, ‘\/m__0 |An] < 400 ¥ nlgzéo Im()\,) = 0}. Entonces
A dotado de las operaciones binarias a+b = (An + fin)nelN ¥ @b = (Anfin)nen es un anillo
conmutativo con cero (0,0,0,...,0,...) y unidad (1,1,1,...,1,...). Ademds, si se define
a* = (Ap)neiv, entonces (4, *) es un anillo estrellado de Baer tal que P(A) es el conjunto
de sucesiones de 0 y 1.

9) Sean T un espacio stoniano y A = C(T) el dlgebra conmutativa sobre €' de todas
las aplicaciones continuas de T en €. Si para a € A se define a*(t) = a(t) para todot € T,
entonces (4, *) es un anillo estrellado de Baer (para la definicién de espacio stoniano ver

{21)).

10) Si H es un espacio de Hilbert sobre €, un dlgebra de von Neumann sobre H es
una subdlgebra A de B(H) tal que A es un subconjunto estrellado de (B(H),*) y A = 4",
donde A" = (4')' y A' = {z € B(H) : az = za para todo a € A}. Entonces (4,*) es un
anillo estrellado de Baer. En particular, B(H) es un lgebra de von Neumann sobre H.

3. Espacios normados de Riesz

Sea (E, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sean z,y € E. Si 2 < y se escribe
también y > z. Siz <y y z# y, se escribe z < y o también y > z.

Sean z,y € E tales que z < y. Entonces el conjunto [z,y] = {z € E: 2 < z < y} se
llama intervalo ordenado en E de z a .

Sean JF un filtro sobre E y z € E. Se dice que F converge en orden a z si F contiene
una familia ({2, yi]);c; de intervalos ordenados en E tal que Nierlzi v = {=}-

Sea D un subconjunto no vacio de E. Entonces
a) D se llama filtrante inferiormente, y se escribe D |, si para todo z,y € D existe
z€Dtalquez <z y z2<y SiD]| yexiste 20 = A\D en E, escribiremos
Dl ZIo. )
b) D se llama filtrante superiormente, y se escribe DT, si para todo z,y € D existe
z€Dtalquez>zy 2>y SiD7T yexiste yo = \/ D en E, escribiremos
D1 yo.




Sean D | y z € D. Entonces el conjunto B, = {y € D : y < z} se llama la seccién de
D determinada por z. La familia (B, ).ep es una base de filtro en E, y el filtro engendrado
F(D) recibe el nombre de filtro de secciones de D. En particular, si D | z, entonces F(D)
contiene a la familia ([z,y])yep de intervalos ordenados en B y )¢ D[z y] = {«}. En
consecuencia, el filtro F(D) converge en orden a z.

Si A es un conjunto no vacio cualquiera, el conjunto E4 de todas las aplicaciones
f: A — E es un conjunto parcialmente ordenado mediante el orden canénico definido
por la férmula: f < g <= f(a) < g(a) para todo a€ A

En lo sucesivo V denotara un espacio vectorial sobre IR.
Un subconjunto C de V se dice que es un conoen VsiC+C C C, Ry CCCy
C N (=C) = {0}. Trivialmente cada cono en V es un conjunto convexo que contiene a 0.
Un cono C en V se llama cono generador si C — C =V
Sea C un cono en V. Entonces la relacién binaria <¢ sobre V definida por la férmula:
z<cy < y-—z € C, es una relacién de orden parcial sobre V que satisface las dos
propiedades siguientes:
i)zr<cy=>z+z<cy+zparatodozeV.
i) z <c y => Az <¢ Ay para todo A € R;.
Se dice entonces que <¢ es un orden lineal sobre V' y el par (V,<¢) se llama espacio
vectorial ordenado.
Sea < un orden lineal sobre V. Entonces el conjunto C = {a: €V : 0< z} es un cono
en V y ¢ =<. En consecuencia, .existe una correspondencia biunivoca entre conos en V
y ‘6rdenes lineales sobre V.
Sea(V, <) un espacio vectorial ordenado.
Se llama unidad ordenada de (V, <) a todo elemento u € V tal que u > 0y V =

U [~ku, ku]. Por ejemplo, si n € IV\{0} y V es el espacio vectorial IR™ sobre IR dotado

k=1
del orden canénico <, entonces u = (1 2-1.1) es una unidad ordenada de (V, <).

n? n’

Lema 3.1. Sea C un cono en V. 8i (V,<¢) tiene una unidad ordenadae u, entonces
C es un cono generador.

Demostracién. Sea z € V. Entonces existe n € IV \{0} tal que —nu < z < nu.
Puesto que z = 1(z +nu) — 3(—z +nu) y 3(+z + nu) € C, se deduce que z € C - C.

Sea M un subconjunto no vacio de V. Entonces

a) M es absolutamente convexo si M es convexoy AM C M para todo A € IR tal
que |A] < 1. Notemos que V' y {0} son absolutamente convexos.

by M es absorbente si para todo z € M existe A > 0 tal que z € AM.

Lema 3.2. §i (V,<) tiene una unided ordenada u, entonces el intervalo ordenado
[—u,u] es un conjunto absolutamente convezo y absorbente.
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Demostracién. Probemos, en primer lugar, que [~u,u] es convexo. Sean z,y €
[-u,u] y sea A € R tal que 0 < A < 1. Entonces —du < Az < Auy ~(1-Au < (1-Ay <
(1 =Ny, dedonde —u < Az + (1 - Ay < wu.

Probemos, en segundo lugar, que [—u,u] es absolutamente convexo. Sea A € R tal
que [A| £ 1yseaz € [~u,u). Si A >0, entonces —u < —Au < Az < Au < u, de donde
Az € [~u,u]. Si A <0, entonces (—A)z € [~u, u]. Por lo tanto, Az € —[~u,u] = [~u,u].

Probemos finalmente que [—u,u] es absorbente. Sea z € V. Entonces existe n €
IN\{0} tal que z € [—nu,nu] = n[—u,u].

Corolario 3.3. Supongamos que (V, <) tiene una unided ordenada u. Entonces el
funcional de Minkowski de [—u,u] dado por la férmula

pu(x)=/\{)\>0: <z <A} (zeV)

es una seminorma sobre V que verifica la siguiente propiedad: §i 0 < z < y entonces
pu(x) < puly)-

Demostracién. De acuerdo con el lema 3.2, el conjunto [—u,u] es absolutamente
convexo y absorbente. Puesto que todo conjunto absolutamente convexo es convexo y
equilibrado, se sigue de [22, Prop. 5, p. 26] que p, es una seminorma sobre V.

Sean z,y € V tales que 0 < z < y. Puestoque {A >0: -du<y < M}c{A>0:
—\u < 7 < Au}, resulta que pu() < pu(y).

Una unidad ordenada u de (V, <) se dice arquimediana si z € V y nz < u para todo
n € IV\{0} implica z < 0. Por ejémplo, la unidad ordenada del ejemplo precedente es
arquimediana.

Lema 3.4. Supongamos gue (V, <) tiene una unidad ordenada arguimediane u. En-
tonces el funcional de Minkowski p, de [—u,u] es una norma tal que [~u,u] = {z € V :

pu(z) <1} '

Demostracién. Sea z € V. Entonces para todo n € IV \{0} se verifica que = €
(pu(z) + 1) [~u,u]. Entonces n(z — pu(z)u) < u y n(~z — pu(z)u) < u para todo n €
IN\{0}. Puesto que u es arquimediana, se deduce que z — pu(zJu <0y —z— pu(z)u £0.
En consecuencia, z € py(z)[—u,u]. En particular, si pu(z) =0, entonces z = 0. Ademds,
{z € V: pu(z) <1} C [~u,u]. Sea z € [~u,u]. Entonces —u < z < u, de donde
pul(z) < 1.

Un espacio vectorial ordenado (V, <) se dice arquimediano si z,y € V y nz < y para
todo n € IV \{0} implica < 0.

Lema 3.5. 8i(V, <) tiene une unidad arquimediana u, entonces (V, <) es un espacio
vectorial ordenado arquimediano.

Demostracién. Sean z,y € V tales que nz < y para todo n € IV \{0}. Escojamos
k € IN\{0} tal que —ku < y < ku. Entonces n(£) < u para todo n € IV\{0}. Puesto
que u es arquimediana, se deduce que £ < 0, de donde z < 0. k
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Se llama (OUN)-espacio (en inglés “order unit normed space”) a una terna (V,<,u)
donde (V, <) es un espacio vectorial ordenado y u es una unidad ordenada arquimediana
de (V, <). En este caso, de acuerdo con el corolario 3.3 y el lema 3.4, (V, py) es un espacio
normado y la norma, p, satisface la condicién: z,y € V y 0 < z < y == pu(z) < pul(y).

Ejemplos 3.6. 1) Sean K un subconjunto convexo y compacto de un espacio lo-
calmente convexo de Hausdorff E sobre IR y V = A(K) el espacio vectorial sobre IR de
todos los funcionales afines y continuos sobre K. Sean < el orden canénico sobre V y u el
elemento de V definido por la férmula: u(z) = 1 para todo z € K. Entonces (V, <,u) es
un (OUN)-espacio tal que p, coincide con la norma del supremo.

2} Se llama C*-dlgebra a un éigebra de Banach A sobre € que posee una involucién

# con las dos propiedades adicionales siguientes: i) |lz*|| = ||lz]| y i) lz*z|| = ||z]|* para
todo z € A. ’ )

Sea A una C*-4lgebra con unidad 1. Entonces A) = {z € A: z* = z} es un espacio
vectorial sobre JR que es también un espacio de Banach con la norma || - || restringida a

Ap. Ademsds, A, = {z € A: existe y € A con z = y*y} es un cono en Ay que genera Ap.
Entonces (4, <,1) es un (OUN)-espacio tal que p; coincide con la norma de Ap.

Se llama espacio de Riesz a todo espacio vectorial ordenado (V, <) tal que para todo
z,y€V,zVy y cAyexistenen V.
Si (V, <) es un espacio de Riesz y z € V, se define |z] = z V (—z) y se dice que |z] es
el valor absoluto de z. Entre sus propiedades notemos las siguientes (ver [17, Prop. 1.4,
p. 51] y [22, Prop. 4, p. 366]):
i) |z =2t —z~ donde st =z VO0yz~ =z A0
i) |z| = 0.
i) |z=0 <= z=0.
iv) |Az] = |\||z| para todo A€ Ry z € V.
v) |z +y| € |z| + |y| para todo z,y € V.
Si (V, <) es un espacio de Riesz y # € V, entonces se puede probar que un filtro F sobre
V converge en orden a z si y sélo si existe una familia (y;)icr en V tal que {y; : 1 € I} 10
vy{z€V:|z—z| <y} € F paratodoi & I
Un espacio de Riesz (V, <) se dice que es Dedekind-completo si para todo subconjunto
no vacio y acotado superiormente D de V', \/ D existe en V.

Sea (V, <) un espacio de Riesz. Una norma || - || sobre V se dice que es una norma de
Riesz si se verifican las siguientes condiciones:

a) || |z||| = ||z|l para todo z € V.
b)z,yeVy0<e<y= || <|lyl.

Si ||-| es una norma de Riesz sobre V, la terna (V,<,|| - ||) recibe el nembre de
espacio normado de Riesz. Si ademds el espacio normado (V,||-||) es completo, se dice
que (V,<, | |) es un reticulo de Banach. Notemos que todo espacio normado de Riesz es
arquimediano.
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Para m4s detalles concernientes a los espacios de Riesz pueden consultarse las mono-

grafias [10] y {17].

Ejemplos 3.7. 1) Sea n € IN. Entonces el espacio vectorial IR™ sobre IR (con
IR’ = {0}) dotado del orden candnico y de la norma euclidea es un reticulo de Banach
Dedekind-completo.

2) Sean I un conjunto infinito y 1°°(I) el conjunto de todas las familias (z;)ier de
nimeros reales tales que V'EI |z;] < 4+o0. Dotado del orden canénico y de la norma
1

lzfleo = V,EI |;|, 1°°(I) es un reticulo de Banach Dedekind-completo.
t

3) Sean 2 un espacio topolégico localmemte compacto de Hausdorff y Co(£2) el espacio
vectorial sobre IR de todas las aplicaciones continuas f : § — IR que se anulan en el
infinito, es decir, que para todo € > 0 el conjunto {w € £ : |f(w)| > €} es un subconjunto

compacto de . Dotado del orden canénico y de la norma || fl|eo = vweﬂ [F(w)], Co(£2) es

un reticulo de Banach.

4) Sea I un conjunto infinito. Entonces I con la topologia discreta es un espacio
topoldgico localmemte compacto de Hausdorff. Entonces Co(I) es exactamente el conjunto
de todas las familias = = (z;)ies de niimeros reales tales que el conjunto {i € I : |z;| > €}
es finito para cada € > 0. El reticulo de Banach obtenido se denota habitualmente por
co(I). Notemos también que co(I) es un ideal de [°°(I), es decir, un subespacio vectorial
de (1) tal que z € co(I), y € I®°(I) v |y| < |z| implica y € co(]).

5) Un espacio normado de Riesz (V, <, || - ||) se llama (KB)-espacio si se verifica la
siguiente condicién: Toda sucesién (z,)nem de elementos de V' tal que zn < zn41 para

todon € N y \/oo \ |zn]] < +o0 es convergente en norma.
n=

6) Un espacio normado de Riesz (V,<, |} -||) se dice que es un (AM)-espacio si se
verifica la siguiente condicién: Si z,y € V y z,y > 0, entonces ||z V y|| = ||z} V |ly||. De
acuerdo con [17, Prop. 7.2, p. 102], si (V, <) es un espacio de Riesz que posee una unidad
ordenada arquimediana u, entonces el (OUN)-espacio (V, <, u) es un (AM)-espacio.

7) Sean (E,<) un espacio de Riesz, p una seminorma sobre E verificando las dos
propiedades siguientes: 1) p(|z|) = p(z) paratodoz € E; ii) 0 <z <y => p(z) < p(y), ¥
(Q, T, 1) un espacio de medida clésico, es decir, T es un dlgebra de Boole o-completa de sub-
conjuntos de Q y p : & — [0, 4-00] es una medida o-aditiva, Consideremos el espacio vec-
torial M (€, E) sobre IR de todas las aplicaciones f : @ — E que son (I, B(E))-medibles,
siendo B(E) el dlgebra de Boole o-completa de los subconjuntos borelianos de (E, p). Sea
M,(Q, E) el subespacio vectorial de M(, E) de todos los elementos f € M(, E) tales
que [,(p o f)(z)du(z) < +0o. Dotado del orden canénico <, el par (Mu(Q, E), <) es un
-espacio de Riesz. Pongamos p,(f) = [,(p o f)(2) du(z) paratodo f € M,(Q,E). En-
tonces p, es una seminorma sobre M,((Q, E) verificando las dos propiedades siguientes: i)
pu(lfl) = pu(f) v 1) 0L f < g = pu(f) < pul9)-
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A partir de la terna (M,(, E), <, p,) es posible construir un espacio normado de
Riesz (V, <, || - ||) mediante el siguiente procedimiento:

Sea J, = {f € Mu(®L,E) : pu(f) = 0}. Es facil probar que J, es un ideal de
(M,.(9, E), S) Sean V = M,(Q, E)/J, el espacio vectorial cociente y ¢ : M,,(Q E)y—V
la proyeccién canénica. Pongamos [|g(f)|| = pu(f) para todo f € M,(R,E). Es facil
verificar que || - || estd bien definida y que es una norma sobre V. De acuerdo con [17,
Prop. 2.6, p. 59], V dotado del orden parcial < definido por la férmula:

4(f) € ¢(g) < existen f1,91 € Mu(Q, E) talesque fi—f€Jy, 1 ~9€Juy fism

es un espacio de Riesz y ¢ : (M,(Q, E), <) — (V, <) es un homomorfismo de reticulos.

Probemos finalmente que || - || es una norma de Riesz sobre V.

Puesto que ¢ es un homomorfismo de reticulos se tiene que |g(f)| = ¢(|f]) para todo
f € My(Q,E). Entonces || |g(NIl = gDl = pu(lfl) = pu(f) = llg(f)]l para todo
f e M,(Q,E).

Sean f,g € M,(Q,E) tales que 0 < ¢(f) < ¢(g)- Entonces existen h, f1, 2,41 €
M,(Q, E)ta.lesqueh 0€dy, fi— fEJp,fz—fEngl gE€I A< fi y fa<aq
Sean f' = fi—h y ¢' = g1 — f2+ f1 — h. Se verifica facilmente que f'—f € Jyu, ¢'—g € Jy
y 0< f' <g'. Entonces pu(f') < pu(g"), de donde [lg(f)ll = llg(f)ll = pu(f') < Pn(y )=
lalg"ll = liglg)ll-

8) Sea (,%, u) un espacio de medida clasico. Si, en el ejemplo anterior, se escoge
como E el espacio vectorial R sobre IR, < el orden total habitual sobre IR y p el valor
absoluto en IR, se obtiene el espacio normado de Riesz L? ((Q Z,u); IR)

9) Sean (Q,%, ) un espacio de medida cldsico y p € IR tal que 1 < p < +o00. Sea
M2(£2) el subespacio vectorial de M(Q) = M(Q, IR) de todos los elementos f € M(Q2)
tales que [, |f(z)|P du(z) < +o0. Dotado del orden canénico <, el par (ME(R2),<) es

un espacio de Riesz. Pongamos p,(f) = ([, If(z)IP du(z)) /P para todo f € MZ2(Q).
Entonces p, es una seminorma sobre M2 () verificando las propiedades i) y ii) del eJemplo
7 Ademss, el conjunto de las funciones f € M2(2) que son p-nulas coincide con el conjunto

Jp = {f € ME(Q) : pp(f) = O}. Claramente Jp es un ideal de (M2(Q),<). Pongamos
Lr(Q, %5, p) = ME(Q)/J,. Mediante un p1ocedumento andlogo al Ilevado a cabo en el
ejemplo 7 se deduce que LP(Q, %, 1) es un espacio normado de Riesz. Se puede probar
ademsds que LP(Q, X, i) es un reticulo de Banach Dedekind-completo.

10) Sea (,%,4) un espacio de medida cldsico. Una aplicacién f € M(f2) se dice
esencialmente acotada si existe @ € Ry tal que | f(w)l < o para todo w € ) excepto
un conjunto u-nulo, y a este a se le llama cota superior esencial de f. Entonces el con-
junto M22(€2) de todas las aplicaciones esencialmente acotadas de M () es un subespacio
vectonal de M() que dotado del orden canénico < es un espacio de Riesz. Pongamos
poo(f) = N{e € Ry : o es una cota superior esericial de f} para todo f € M °(2). Note-
mos que poo(f) es una cota superior esencial de f. Entonces po, es una seminbrma sobre
Mg2(Q) verificando las propiedades i) y ii) del ejemplo 7. Ademds, Joo = {f € MP(Q):
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Poo(f) = 0} es un ideal de (M°(Q), <). Pongamos L®(, T, p) = M)/ Jo. Como en
el ejemplo 7 se deduce que L°(f2, 3, 1) es un espacio normado de Riesz.

4. Soportes de G-medidas

En lo sucesivo G = (@, +, 0) denotard un grupo abeliano,

Si < es una relacién de orden parcial sobre G tal que z,y € G y z < y implica
z+ 2z £ y+ z para todo z € G, se dice que el par (G, <) es un po-grupo. Si, adem4s, para
todo 2,y € G, £ Vy y z Ay existen en G, se dice que (G, <) es un l-grupo. Si (G,<) es
un l-grupo y = € G, se definen la parte positiva, la parte negativa y el valor absoluto de
z por las férmulas respectivas: ¥ =z V0,2~ =2z A0 y |z| = 2V (—z). Las siguientes
identidades se siguen de 4, Chapter XIII, Formulae (15), (19), (21), (22), (23) and (35)]:

ay z=zt 42~ ‘
b) |z| 20

c)z#0=|z|>0

d) |z|=2% -2~

e) lz—yl=2zVy-zAy

f) |kz} = |k||z| para todo k€ Z
g) lz+yl < [z + |yl

Se llama valoracién sobre G a toda aplicacién p : G — IRy que satisface los siguientes

axiomas:
i) p(—2) = (2)
i) p(g) =0 < z2=0

iii) p(z +y) < p(z) + p(y)

Si p es una valoracién sobre G, el par (G, p) recibe el nombre de grupo valorado. De
acuerdo con [6, Chapter IX, §3.1, Prop. 3, p. 162] todo grupo valorado (G, p) es un grupo
topoldgico metrizable cuya topologia puede derivarse de la métrica invariante sobre G:
d(z,y) = p(z —y) (z,y € G).

Sean (G, <) un po-grupo y p una valoracién sobre G. Se dice que p es una m-valoracién
sobre (G,<) si z,y € G y 0 < z < y implica p(z) < p(y) y la terna (G, <, p) recibe
el nombre de po-grupo m-valorado. Cuando el po-grupo (G, <) es también un I-grupo,
supondremos ademés que p(|z|) = p(z) para todo z € G y diremos que la terna (G, <, p)
es un [-grupo m-valorado.

H

Ejemplos 4.1. 1) Sean (V,<,u) un (OUN)-espacio y (V,+,0) el grupo aditivo de
V. Entences (V,+,0, <, p,) es un po-grupo m-valorado.

2) Sean (V, <, || ) un espacio normado de Riesz y (V,+,0) el grupo aditivo de V.
Entonces (V,+,0,<, ]| - ||) es un I-grupo m-valorado.

3) Sean < la relacién de orden total habitual sobre'IR, [0,1] el intervalo en (IR, <)
de0alyG = {f:[0,1] — IR / fescontinua}. Consideremos el grupo abeliano
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G = (G,+,0). Dotado del orden canénico <, el par (G, <) es un l-grupo. Ademss, la
aplicacién p : G — IRy definida por la férmula:

o(f) = / @ de

es una valoracién sobre G. Se puede verificar que la terna (G,<,p) es un l-grupo m-
valorado. Notemos que p(Af) # Mp(f) siA e R, A#0 y [A[#1.

4) Consideremos el grupo multiplicativo conmutativo (IR+\{0},-,1). Dotado de la
relacién de orden parcial < sobre R+ \{0} definida por la férmula: ¢ <y <= z7ly e N,
el sistema (R4 \{0},:,1,<) es un po-grupo que no es un l-grupo, porque no existe el
supremo del conjunto {1,7}. Ademas, la aplicacién p : Ry \{0} — IRy definida por
la férmula p(z) = |logz| es una valoracién sobre (R4 \{0},-,1). Finalmente, se puede
verificar que (R4 \{0},-,1, <, p) es un po-grupo m-valorado.

5) Consideremos el grupo abeliano (2, +,0) donde ¢ +y = (z\y) U (y \ z) para
todo z,y € 2. Dotado de la relacién de orden parcial < sobre 9N dada por la igualdad,
(2, +,0,<) es un po-grupo que no es un l-grupo. Ademds, la aplicacién p : 2V — Ry
definida por la férmula

= P (4)
pz) =Y i

i=0
donde 1, es la funcién caracteristica del conjunto z, es una valoracién sobre (2%, +,0).
Trivialmente el sistema (2%, +,8, <, p) es un po-grupo m-valorado.

?—3

En lo sucesivo L = (L, <,%,0,1) denotard un conjunto ordenado ortomodular y G =
(G,+,0,<, p) un po-grupo m-valorado.

Sia,be Ly a< b diremos que a y b son ortogonales y escribiremos a L b. Si B
es un subconjunto no vacio de L diremos que B es ortogonal si a,b € B y a # b implica
a L b. Se sigue del axioma e) de la definicién de conjunto ordenado ortomodular que si F'
es un subconjunto finito y ortogonal de L, entonces \/ F’ existe en L.

Se llama G-medida sobre L a toda aplicacién g : L — G tal que a,b €L y a L b
implica u(a V b) = p(a) + w(b).
Claramente si p es una G-medida entonces p(0) = 0.

Ejemplos 4.2. 1) Sean A el anillo estrellado de Baer del ejemplo 2.13 (8), L = P(4)
vy co(IN) = (co(IN), 4,0, <, || - lloo) (ejemplo 3.7 (4)). Sie= (ei)ienw es un elemento de L,
entonces e; =0 6 1 para todo i € IN. Pongamos

ie;
,Lt(e) - (1 + iz)‘iew

para todo ¢ € L. Entonces ¢ es una co(IV)-medida sobre L.
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2) Sean A el anillo estrellado de Baer del ejemplo 2.13 (10), L = P(A) y Ay ={a €
A: existeb € Atal quea = b*b} y R = (IR,+,0,<,|-|) (ejemplo 3.7 (1)). Se llama
forma lineal positiva sobre A a toda aplicacién lineal 7 : A — € tal que 7(a) > 0 para
todo a € A;. Sean T una forma lineal positiva sobre Ay p = 7|,- Entonces p es una
IR-medida sobre L.

3) Sean H un espacio de Hilbert sobre € de dimensién infinita y con producto escalar
(*'), A el anillo estrellado de Baer (B(H), *) (ejemplo 2.13 (10)), L = P(A), (¢:)icr una
base ortonormal de H y I°°(I) = (I°°(I),+,0,<, || - ||,) (ejemplo 3.7 (2)). Paratodo f € L
pongamos u(f) = ((ftp,-|<p¢))iel. Entonces p es una [%°(I)-medida sobre L.

4) Consideremos el slgebra de Boole 2V = (2N, , ¢, 0, IV) donde a® denota el con-
junto complementario de a € 2 y G = (G, +,0, <, p) el l-grupo m-valorado del ejemplo
4.1 (3). Para todo a € 2V y z € [0,1] pongamos

Wae) = 3 TR

k€a
Entonces y es una G-medida sobre 22V,

5) Sean ) la medida de Lebesgue sobre B([0,1]) y G = (R4 \{0},-,1, <, p) el po-grupo
m-valorado del ejemplo 4.1 (4). Para todo a € B([0,1]) pongamos u(a) = ¢*(®). Entonces
# es una G-medida sobre B([0, 1]).

Sean a,b € L tales que a < b. Entonces b A at existe en L y serd denotado por b— a.
Notemos que b—a L a y b= aV(b—a) en virtud del axioma. f) de la definicién de conjunto
ordenado ortomodular

Lema 4.3. Toda G-medida y sobre L es sustractiva, es decir, a,b € L y a < b
implica p(b — a) = u(b) — p(a).

Demostracién. Puesto que b—a L a y b = aV (b — a) se tiene que u(b) =
(a) + p(b — a), de donde p(b) — p(a) = u(b — a).

Consideremos la siguiente relacién binarisa, C sobre L: aCb si existe un subconjunto
ortogonal {u,v,w} de L tal que a = uVv y b= uVw. Es ficil probar que si aCb,
entonces a Cb+, at Cb, at Cbt y los elementos a Ab y a V b existen en L. Ademds, si
a 1 b, entonces a Cb.

Lema 4.4. Sea p una G-medida sobre L. Si a,b € L y aCb, entonces u(aV b) +
u(a A b) = p(a) + p(b).

Demostracién. Claramente el conjunto {aAb,a—aAb, b—aAb} es un subconjunto
ortogonal de L. De acuerdo con [2, Theorems 12.1.3 and 12.2.2, pp. 126-127], se tiene que
a=(aAb)V(aAbL), b= (aAb)V(at AD), a—aAb=aA(at VbL) = (aAaL)V(aAnbl) =
aAbt y b—aAb=alAb EntoncesaVb=(aAb)V(a—aAb)V(b—aAb), de
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donde p(aVb) = pla Ab) + pla—anbd)+pdb—aA b). De acuerdo con el lema 4.3,
se tiene pu(a —a Ab) = p(a) — pla Ab) y p(b—ah b) = p(b) — p(a A b). Por lo tanto,
p(avb) = p(anb)+p(a)— p(aAb)+u(b)—p(anb), de donde p(aVb)+pu(aAb) = p(a)+p(b).

Una G-medida p sobre L se dice positiva si u(a) 2 0 para todo @ € L. Por ejemplo,
las G-medidas de los ejemplos 4.2 (1) - 4.2 (3) son positivas. :

Lema 4.5. Toda G-medida positiva i sobre A es mondiona, es decir, a,b € L y
a < b implica p(a) < pu(b).

Demostracién. De acuerdo con el lema 4.3, se tiene que u(b)—p(a) = u(b—a) >0,
de donde u(b) = p(a).

Sea p una G-medida sobre L. Se dice que
i) u satisface la condicién de Jauch-Pironsia,b € L'y p(a) = p(b) = 0 implica que
existe un elemento.c € L tal que ¢ > a,c > by p(c) =0.
ii) p tiene soporte si existe un elemento a € L tal que at es €l dltimo elemento del
conjunto {b € L : u(b) = 0}. Claramente si el elemento a € L existe, es Gnico y
se denota por supp{u). 7
Si la G-medida u es positiva y tiene soporte, se puede probar que {b € L : u(b) = 0}
={be L:bLsupp(u)}. Ademds,si L es un reticulo ortomodular, entonces y satisface
la condicién de Jauch-Piron si y slo si a,b € L y p(a) = p(b) =0 = plaV b) = 0.
Notemos que si L es un dlgebra de Boole, entonces toda G-medida positiva sobre L satisface
la condicién de Jauch-Piron en virtud del lema 4.4. '

Ejemplo 4.6. Sean H un espacio de Hilbert sobre C con producto escalar (-|-) ¥
L = P(B(H)). Escojamos un vector ¢ € H tal que llell = 1. Consideremos la aplicacién
g : L — IR definida por la férmula: p(a) = (aplp). Entonces u es una JR-medida positiva
sobre L tal que supp(p) = b, donde b, = (p|¥)p para todo ¢ € H. Notemos también
que g satisface la condicién de Jauch-Piron. -

Sea (z;)ies una familia no vacia de elementos de G. Designemos por F(I) el conjunto
de todas las partes finitas y no vacias de I, y supongamos que F(I) esté dirigido por D.
Para cada F € F(I) pongamos sp = y;cp &i- Entonces (sF)Fex(r) es una red en G. Si
esta red es d-convergente diremos que la familia es sumable en G y el limite d-limper (1) SF
se llama la suma de la familia (z;)icr y se denota por el simbolo . ; Zi.

Lema 4.7. Sea (2;)ier una familia de elementos de G. §i(z:)ier es sumable en G,
entonces para todo nimero real e > 0 eziste Je € F(I) tal que (Y e %i) < € siempre que
JeFDHyInJ.=0.

Demostracién. Sea s = 3 ;; z;. Entonces existe J € F(I) tal que K € F(I)
y K D J. implica d(s,ZieK x,-) <,%e. Sea J € F(I) tal que JN Je = ?. Entonces
K=JUJ DUy Lies®i = Liex T — Lies, Tir Puesto que d(s,zieKw;) <iey
d(s, e, i) < 3¢, se deduce que p(3 ;e s z;) <€
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Sea p una G-medida sobre L. Se dice que
a) pes numerablemente aditiva si para toda sucesién ortogonal (a;);ev de elementos
o0
de L tal que v o G existe en L se tiene que
1=

n
H (Vizo (1,’) =d- nllrv%o Z F’(ai).
=0
b) p es completamente aditiva si para toda familia ortogonal (a:)ics de elementos
de L tal que v‘_EI a; existe en L la familia (”(a‘))ie ;€8 sumable.en G y

S e (V)

i€l

Ejemplos 4.8. 1) La G-medida del ejemplo 4.2 (1) es solamente numerablemente
aditiva, porque cada familia ortogonal de L \ {0} es finita o numerable.

2) La G-medida del ejemplo 4.2 (3) es completamente aditiva.

3) La G-medida del ejemplo 4.2 (4) es solamente numerablemente aditiva, porque cada
familia ortogonal de L\ {#} es finita 0 numerable.

4) La G-medida del ejemplo 4.2 (5) es numerablemente aditiva, pero no completamente
aditiva ya que A no es completamente aditiva.

Teorema 4.9. Supongamos que L sea un reticulo ortomodular completo. Entonces
para tode G-medida positiva y numerablemente aditiva p sobre L las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

) u tiene soporte.
%) 1 es completamente aditiva y satisface la condicién de Jauch-Piron.

Demostracién. 1)=ii) Seaa = supp(yu). Paraprobar que u satisface la condicién
de Jauch-Piron, sean a;,b; € L tales que u(a;) = p(b;) = 0. Entonces a; < al y b; < at,
de donde a; V b; < at. Por lo tanto a; V b; L a, de lo que se concluye que u(a; V b;) = 0.

Para probar que y es completamente aditiva, sea (a;)ics una familia ortogonal de
elementos de L. Escribamos a = V'el ai y J ={t € I: p(a;) # 0}. Podemos suponer
que J es infinito. Puesto que G es un grupo topoldgico metrizable existe un sistema
fundamental numerable de d-entornos de 0, (Up)nenv. Para cadan € IV sea J, = {i €
J 1 p(a:) ¢ Un}. Probemos que cada J, es un conjunto finito. Supongamos lo contrario.
Entonces existe m € IV tal que J,, es infinito. Sea M un subconjunto numerable de J,, ¥
o una biyeccién de M sobre IN. Como p es una G-medida numerablemente aditiva sobre

L se tiene que: .
n
o0 .
(V2 o) = Jim St
i=0
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Como consecuencia, d-lim;_.co p#(aq()) = 0, lo que contradice la hipétesis de que wlao() ¢
Uy para todo i € IN.
=]
Puesto que G es un espacio topoldgico de Hausdorf, resulta que J C |J Jn v, por lo
n=0

tanto, J es un conjunto numerable. Pongamos b= V % ye= V'EI\J a;. Probemos
2 %

que b L c. Seat € I'\ J. Puesto que a; L a; para todo j € J, se tiene que a; < a} para
todo j € J. Entonces b < at, de donde b L a; para todo i € I'\J. Por consiguiente, b L c.
Claramente bV ¢ = a, de donde u(b)+ p(c) = p(a). Sea i € I'\J. Entonces p(ai) = 0. Por
lo tanto a; < al para todo i € I'\ J, de donde ¢ < at. Esto establece trivialmente que la
familia (”(a‘))ieI\J es sumable en Gy 3 ;e\ (@) =0 = u(c).

Sea ¢ una biyeccién de IV sobre J. La aditividad numerable de y implica que la serie
i #(as(i)) es conmutativamente d-convergente en G. De acuerdo con [5, Chapter III, §5.7,
i=0
Prop. 9, p. 270], la familia (/,L(a,,(;)))iej'es sumable en G ¥ 3 e w(ao(iy) = p(b). De
acuerdo con [5, Chapter III, §5.1, Remark 2, p. 262}, la familia (1(;));; es sumable en
Gy S iesn(a) = p(d) Utilizando [5, Chapter III, §5.3, Prop. 3, p. 266] se concluye que
la familia (u(ai));;; es sumable en G ¥ 3 ey p(ai) = p(d) + p(c) = pla).

it) = i) Observemos que si 4 €s una G-medida estrictamente positiva sobre L, es
decir, p(a) > 0 para todo a € L\ {0}, entonces supp(x) = 1. Supongamos entonces que
existe a € L\ {0} tal que p(a) = 0. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado

(F,C) de subconjuntos no vacios F de L satisfaciendo las siguientes propiedades:

a) Cada F es ortogonal.

b) be F=b#0.

c) be F = u(b)=0.
Puesto que F = {a} € F, el conjunto F es no vacio. Sean 7 un subconjunto totalmente
ordenado de F y T = |J F. Trivialmente T satisface b) y ¢). Sean a3,az € T. Entonces

FeT
existen Fy, Fy € T tales gue a1 € Fy vy a; € Fy. Como Tes totalmente ordenado se puede
suponer que Fy C Fz. Entonces aj,a2 € F, y por lo tanto a; 1 as. En consecuencia,
T e F. De acuerdo con [7, Chapter III, §2.4, Coro. 2, p.155], el conjunto (F,C) contiene
un elemento maximal Fy. Por lo tanto, Fy satisface las condiciones a), b) y c). Sea

ay = /\bEF bt. Puesto que y es una G-medida completamente aditiva sobre L, se tiene
]

que plag) = Spep, #(b) = 0. Seace L tal que p(c) = 0. Entonces p(cV ag) = 0 por la
condicién de Jauch-Piron. Pongamos e = (¢ V aj) — ag-. Puesto que e = (¢ V ag)Aao <
ao = (ag)*, se deduce que e L ag. Por lo tanto, e L b para todo b € Fy. Ademds, de
acuerdo con el lema 4.3, se tiene que p(e) = plcV ag) — u(ag) = 0. Supongamos que
e # 0. Entonces el conjunto FyU {e} € F y FoU{e} contendrfa propiamente a Fy, lo que
contradice la maximalidad de Fy. Por lo tanto, ¢ < ¢V ag = ag-, de donde se deduce que
ao = supp(#)-

El corolario siguiente generaliza un interesante resultado de Maeda [16, Prop. 1.11,
p. 239]:
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Corolario 4.10. Sean (A,*) un anillo estrellado de Baer y L = P(Aj. Entonces
para toda G-medida positiva y numerablemente aditiva p sobre L las siguientes afirma-
ciones son equivalentes: '

i) p tiene soporte.
i) p es completamente aditiva y satisface la condicion de Jauch-Piron.

Demostracién. Basta aplicar los teoremas 2.11 y 4.9.

Sea H un espacio de Hilbert sobre € con producto escalar (-|-). En lo sucesivo A
denotard un 4gebra de von Neumann sobre H.

Claramente, P(A) C Ay = {a € A: existeb€ Atalquea =06} CAr={a € A:
a* = a}. Definamos sobre A}, la relacién binaria < por la férmula: ¢ < b <= b—a € A4.
Es facil entonces verificar que a < b = z*az < z*bz para todo £ € A. Ademds, de
acuerdo con [19, Prop. 2.12, p. 35] resulta que a € Ay <= (ap|p) > 0 para todo p € H.
Se deduce entonces que (A4, <) es un conjunto parcialmente ordenado tal que 0 < e para
todo e € P(A).

El siguiente lema establece que la relacién de orden parcial < sobre Ay, extiende la
relacién de orden parcial sobre P(A) definida en la seccién 2:

Lema 4.11. Sean e, f € P(A). Entonces f —e € Ay <= ef =e.

Demostracién. Supongamos que f —¢ € Ay. Entonces 0 < e £ f. Por lo
tanto, 0 < (1— fle(l — f) < (1 - f)f(1 = f) = 0, de donde (1~ fle(l — f) = 0.
Pero (1— f)e(1~ f) = [(1 — f)e][(1 ~ f)e]*. Entonces el lema 2.9 implica que (1 — f)e =0,
de donde fe = e. Por consiguiente, ef = e.

Supongamos que ef = e. Entonces fe = e. De acuerdo con el lema 2.2, 1 — e € P(4).
Por lo tanto, e < 1, de donde e = fef < f.

Lema 4.12. Sean a,b€ Ay. §i ab=ba entonces ab € Ay.

Demostracién. De acuerdo con [20, Chapter 41, Theorem 3, p. 528], existen dos
tinicos elementos /a, Vb € Ay tales que a = (v/a)?, b = (vVb)? ¥ avb = Vba. Puesto que
(v/av'h)* (v/av'h) = (Vby/a)(v/avh) = Vha Vb = a(v/b)? = ab, se deduce que ab € A.

Lema 4.13. Sean e, f € P(A). Entonces RP(e + f)=eV f.

Demostracién. Escribamos 2 = e+ f y g = RP(z). Puestoquee < eV f y
f < eV, se tiene, de acuerdo con €l lema 4.11, que e(e V f) = e y f(eV f} = f, de donde
(e+ fi(eV f) = e+ f. Por lo tanto, €l lema 2.10 (vi) implica que ¢ < eV f. Por otra
parte, zg = z, de donde (1 —g)e(1 —g)+ (1 —¢)f(1—g) = (1 - g)z(1~g) = 0. Puesto que
a < a+bparatodo a,b € Ay, se deduce que 0 = (1 —g)e(1~g) = [(1 —g)e]{(1 — g)e}*. El
lema 2.9 implica que (1 — g)e == 0, de donde e < g. Igualmente se prueba que f < g. Por
lo tanto, eV f = g.
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Una forma lineal positiva 7 sobre A se llama normal si para todo subconjunto filtrante
superiormente D de A4 tal que zo = \/ D existe en A, se tiene 7(zo) = \/ D 7(a).
a

Proposicién 4.14. Sean L = P(A) y 7 una forma lineal positiva normal sobre
A. Sip=r|,, entonces p es una R-medida positiva completamente aditiva sobre L que
satisface la condicidn de Jauch-Piron.

Demostracién. Del ejemplo 4.2 (2) se sabe que y es una R-medida positiva sobre

L. :
Para probar que g es completamente aditiva, sea (e;)ics una familia ortogonal de
elementos de L. Escribamos e = \/‘EI e; y consideremos el conjunto dirigido (F(I),D).
Entonces D = {\/;cy¢j : J € F(I)} es un subconjunto filtrante superiormente de (A4, <)
tal que e = \/ D en A.. Entonces 7(e) = \/{r(V;es¢;) : J € F(I)}. Paracada J € FI)
pongamos sy =y, jes p(e;). Puesto que ¢ es una JR-medida positiva sobre L, el lema 4.5
implica que 87 = (VjEJ e,—) < p(e) para todo J € F(I). De acuerdo con [5, Chapter
1V, §7.1, Theorem 1, p. 364], la familia (,u(e,-)) ie1 €5 sumableen Ry Y ;c; u(ei) = Viss:
J € F(I)}. En consecuencia, Y ;cy ulei) = 7(e) = p(e). _

Sea a € Ay tal que 7(a) = 0. Puesto que a* = a, el lema 2.10 (v) implica que RP(a) =
LP(a). Probemos que 7(RP(a)) = 0. De acuerdo con {19, Coro. 2.2, p. 48], existe una

. fore)

sucesién creciente (en )nemv\{o} de elementos de L tal que RP(a) = \/n_1 €n, G€p = €aa ¥
aen > Le, para todo n € IV \{0}. Entonces a(l —en) = (1 — eq)a para todo n € IV \{0}.
Por lo tanto, el lema 4.12 implica que a(l — es) € Ay, de donde ae, < a para todon €
IN\{0}. Puesto que 7 es una forma lineal positiva, se tiene que 0 < Lr(en) < 7(aen) =0,
de donde 7(e;) = 0 para todo n € IN\{0}. Puesto que 7 es normal, se concluye que
T(RP(a)) = \/nem{o} 7(en) = 0.

Para probar que y satisface la condicién.de Jauch-Piron, sean e, f € P(A) tales que
p(e) = u(f) = 0. De acuerdo con el lema 4.13 se tiene que RP(e+ f)=eV f. Puestoque
e+ fy=1(e)+7(f) =0 y e+ f € Ay, resulta que T(eV f) =0, de donde p(eV f) =0.

Corolario 4.15. ([8, Chap. I, §4.6, Prop. 3, p. 57]). Sea 7 una forma lineal
positiva normal sobre A. El conjunto {e € P(A): 7(e) = 0} tiene un dltimo elemento f
tal que T(af) = 7(fa) = 0 para todo a € A.

Demostracién. Sean L = P(A) y p = 7|,. De acuerdo con la proposicién 4.14,
p es una JR-medida positiva completamente aditiva sobre L que satisface la condicién de
Jauch-Piron. Entonces, en particular, 4 es una R-medida positiva numerablemente aditiva.
Entonces el corolario 4.10 implica que u tiene soporte. Sea f = 1 —supp(u). Entonces f
es el dltimo elemento del conjunto {e € L : u(e) = 0} = {e € P(4): 7(e) = 0}.

Sea a € A. De acuerdo con la desigualdad de Cauchy-Schwarz [19, Prop. 5.3, p. 122
se tiene:

Ir(af)* < r(aa®)r(f) v Ir(fa)f* < 7(f)r(aa”).
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Puesto que 7(f) = 0 se concluye que 7(af) = 7(fa) = 0.
La proyeccion 1 — f en L se llama soporte de 7.

El siguiente resultado generaliza [14, Prop. 3.1, p. 127):

Proposicidn 4.16. Sean H un espacio de Hilbert sobre C tal que dim(H) > 3, A=
B(H), L = P(A) y p una R-medida positiva completamente aditiva sobre L. Entonces
para todo e € L y todo nimero real € > 0, existe un elemento f € L de rango finito tal que

feympue-f)<e

Demostracidén. Sea A(:) = ﬁ((H_)j Puesto que A es una JR-medida positiva nume-
@

rablemente aditiva tal que A(H) = 1, la generalizacién de Maeda {16, Theorem 2.3, p. 241]
del teorema clisico de Gleason [11] implica que existe un operador de traza z € A4 tal
que tr(z) =1 y A(e) = tr(ze) para todo e € L.

Sean ¢ € L de rango infinito y ¢ > 0. Pongamos M = e(H) y sea (@i)ier una
base ortonormal de M. Entonces la familia ((IE‘P:‘ISD:')),-E ; €s sumable en R y tr(ze) =
z,el(wzp,lcp ). De acuerdo con el lema 4.7, existe J. € F(I) tal que 0 < 3, j(zwilpi) <
Za(E) Siempre que J € FI) y JnJ.=0. Entonces

Z (zpilpi) < ZM(H) /‘(H)

i€\ J.

Sea f = Y i €p;, donde ey, es el elemento de L determinado por la férmula e, th =
(¢il¥)pi para todo % € H. Entonces f € L y f < e. Ademds, se tiene e — f)

tr(z(e—f)) = tr(ze)—tr(zf) = Yie/(@piloi) = Lie s (20iles) = Lien s (eeilei) < way
de donde p(e — f}) = p(H)Me — f) <e.

5. Descomposicién de Yosida-Hewitt

En esta seccién L = (L, <,%,0,1) denota un conjunto ordenado ortomodular y G =
(G, +,0, <, p) un I-grupo m-valorado.

Un l-grupo K se dice que es condicionalmente completo si para todo subconjunto no
vacio y acotado D de K, \/ D y A D existen en K.

Lema 5.1. Para todo l-grupo K = (K, +,0,<) las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) K es condicionalmente completo.
1) Para todo subconjunio no vacio y acotado superiormente D de K, \/ D exziste en

K.

Demostracién. i) =>ii) Se sigue de [4, Chapter V, §3, Theorem 9, p. 115].
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ii) = i) Sea D un subconjunto no vacio y acotado de K. Entonces la hipbtesis
implica que \/ D existe en K. Sea E = —D. Entonces E es no vacio. Puesto que
a<b &> —b< —a para todo a,b € K, cada cota inferior de D es una cota superior de
E. Por lo tanto, E es un subconjunto acotado superiormente de K. Entonces z = VE
existe en K. Es facil comprobar que —z = A D.

Observacidn 5.2. Supongamos que K sea un l-grupo condicionalmente completo.
Entonces para todo a € K y todo subconjunto no vacio y acotado superiormente D de K,
se verifica:

i) AD=-V(-D) :
ii) @+ \/ D = \/(a + D) (ver [4, Chapter XIII, Formula (8), p. 292]).

Diremos que p satisface la condicif)n (oc) si para todo subconjunto no vacio D de G
tal que D] 0, se verifica que d-lim F(D) = 0.

Ejemplos 5.3. 1) Sea G el l-grupo m-valoraao derivado del ejemplo 3.7 (1). En-
tonces G es condicionalmente completo y p =“norma euclidea” satisface la condicién (oc).

2) Sea G el l-grupo m-valorado derivado del ejemplo 3.7 (2). Entonces G es condi-
cionalmente completo y p = || - ||, no satisface la condicién (oc).

3) Sea G el l-grupo m-valorado derivado del ejemplo 3.7 (4). Entonces G es condi-
cionalmente completo y p = || - ||, satisface la condicién (oc).

4) Sea V = (V,<, || - ||) un (KB)-espacio que es, al mismo tiempo, un reticulo de Ba-
nach (ejemplo 3.7 (5)). Entonces el I-grupo m-valorado derivado de V' es condicionalmente
completo y p = || - || satisface la condicién (oc).

5) Sea G el l-grupo m-valorado derivado del ejemplo 3.7 (9). Entonces G es condi-
cionalmente completo y p = | - ||,, satisface la condicién (oc).

Dotado del orden canénico <, G es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea p una G-medida positiva sobre L. Se dice que y es débilmente puramente finita-
mente aditiva si para toda G-medida positiva completamente aditiva v sobre L tal que
~v < u se tiene que v = 0.

El siguiente resultado generaliza [13, Theorem 4.1]:

Teorema 5.4. Supongamos que G = (G, +,0,<, p) sea un l-grupo m-valorado con-
dicionalmente completo tal que p satisface la condicidn (oc). Si p es una G-medida posi-
tiva sobre L entonces ezisten dos G-medidas positivas £ y m sobre L con las siguientes
propiedades:

i) p=E+n.
1) £ es completamente aditiva.
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11) n es débilmente puramente finitamente aditiva.

Demostracién. Definamos I' = {y € G : 7 es una G-medida positiva completa-
mente aditiva sobre L y v < p}. Puesto que 0 € T, " es no vacio. Sea Ty un subcunjunto
totalmente ordenado de (T, <). Fijemos ¢ € L. Puesto que p(c) es una cota superior del
conjunto {y(c): v € 'y} en G y G es condicionalmente completo, se sigue del lema 5.1
que \/{v(c) : v € Ty} existe en G. Escribamos 7vo(c) = V{7(c) : v € ['o} y D(c) =
{70(e) = ¥(c) : v € Ty}. Puesto que Iy es totalmente ordenado, se deduce que D(c) |.
Ademsés, de acuerdo con la observacién 5.2, se tiene que A D(c) = — \/{—70(c) + ¥(c) :
v € To} = 7o(c) — V{7(c) : 7 € Ty} = 0. Puesto que p satisface la condicién (oc), se
deduce que d-lim F(D(c)) = 0.

Escribamos z., = vo(c) — ¥(c) para todo v € TI'g. Puesto que (I'p,>) es un conjunto
dirigido, resulta que (z)yer, s una red en D(c) tal que {zy: ¥ €Toy v 2m} C Ba,,
para todo 71 € T'o, donde B, es la seccién de D(c) determinada por z.,. Escojamos un
miimero real € > 0. Para cada a € Ry \{0} pongamos V, = {z € G : p(z) < a}. Puesto
que el conjunto {V : a € R4 \{0}} es un sistema fundamental de d-entornos de 0 en
G, se sigue de [5, Chapter I, §7.1, Prop. 1, p. 69] que existe 11 € I'p tal que B;,, C Ve.
Entonces {z, : v € To y v > 71} C V., es decir, p(z,) < e siempre quey €0 y v 2 m.
Como p(zy) = d(z4,0), se concluye que

(1) d-limyer, (70(c) —7(c)) =0 para todo ¢ € L.

Obviamente 7o € GF y 0 < yo(a) < u(a) para todo a € L. Probemos que o es una
G-medida sobre L. Sean a,b € L tales que a L b. De acuerdo con la férmula (1), se tiene:
70(aVb) = d-limer, 2(aVb) = d-limyer, (v(a)+7(8)) = d-limyer, 7(a)+d- limser, 1(8) =
70(a) + 70(b).

Probemos ahora que d-limyer, (o(c) — 7(c)) = 0 uniformemente en ¢ € L. Puesto
que 0 < yo(c) = ¥(e) = ((1) = ¥(1)) = (rlct) = v(ch)) £ 70(1) ~ (1), se deduce
que p(vo(c) —v(c)) < p(70(1) = ¥(1)). Esto implica que el d-limite (1) es uniforme en
¢ € L. Para probar que 7y es una cota superior de I'y en (T, <) debemos probar que v es
completamente aditiva. Sea (a;)ier una familia ortogonal de L tal que a = \/i ;% existe

en L. Sean a € Ry \{0} y B = . Entonces existe ¥ € Tp tal que vo(c) — v(c) € Vi

para todo ¢ € L. Puesto que v es una G-medida completamente aditiva sobre L, existe
Jo € F(I) tal que y(a) — ;¢ s v(ai) € Vp siempre que J € F(I) y J D Jo. Sea J € F(I)
conteniendo a Jy. Como \/ a; < a se deduce del axioma f) de la definicién de conjunto

ordenado ortomodular que a = (\/‘eJai) \ (a - (\/ . a,)). Puesto que o es una -
G-medida sobre L se deduce que ' '

20(@) — () =7 (a-\/,_,a) =7 (a=V @) +7(@) = Y v(a:)
ieJd ieJ
eV +VaCVy
Por consiguiente, la familia ('yo(ai))iel es sumableen G y Y ey v0(ai) = 7o(d).
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Se sigue del lema de Zorn que (T', <) contiene un elemento maximal £. Entonces £ es
una G-medida positiva completamente aditiva sobre L tal que { < p. Pongamos n = p1— £
Entonces 7 es trivialmente una G-medida positiva sobre L. Probemos finalmente que ) es
débilmente puramente finitamente aditiva. Sea v una G-medida positiva completamente
aditiva tal que v < 7. Entonces é+v < p y £+ es una G-medida positiva completamente
aditiva sobre L. Por lo tanto, £ + v € I' y la maximalidad de £ implica que y = 0.

Corolario 5.5. [1, Prop. 2, p. 609] Sean H un espacio de Hilbert sobre C tal que
dim(H) > 3, L = P(B(H)) y p une R-medida positiva sobre L. Entonces ezisten dos
dnicas R-medidas positivas £ y n sobre L con las siguientes propiedades: ‘

i) p=E{+0.
i) £ es completamente aditiva.
#i) n(e) = 0 para todo elemento e € L de rango finito.

Demostracién. La existencia se sigue del teorema 5.4 y de [13, Lemma 4.4].

Para probar la unicidad de la descomposicién, supongamos que existen cuatro IR-
medidas positivas £, 71, £2, 112 sobre L tales que & +m = p = &2 + 12, siendo &1 ¥ &2
completamente aditivas y 7;1(e) = n2(e) = 0 para todo elemento e € L de rango finito.

Sean a € L y M = a(H). Escojamos una base ortonormal (pi)ier de M. Entonces

(ey; )icr es una familia ortogonal de elementos de L de rango 1 tal que a = Vi ey« Dela

el
aditividad completa de &; y &; se deduce que £1(a) = Y ;e €1(ew:) = Dier &a(ey;) = &afa).
Entonces £; = £;, de donde 71 =732 ‘

" Observacién 5.6. Si se reemplaza la condicién “completamente aditiva” por “nu-
merablemente aditiva” en la definicién de G-medida débilmente puramente finitamente
aditiva, se obtiene la nocién de G-medida puramente finitamente aditiva, y se puede asi
generalizar igualmente [13, Theorem 4.2].
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