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Flujos en 3-variedades
by

Maria Teresa Lozano




Lecture given 19 April 1991



El proposito de esta nota es dar un panorama de los resultados més
importantes conocidos sobre flujos en variedades de dimensién tres.
Necesitamos empezar recordando conceptos y resultados béasicos que
pueden encontrarse, por ejemplo, en [3]y [14].

1. Preliminares: Flujos, secciones y equivalencias.

Un sistema dinamico se define como una accién de un grupo de Lie G
en una variedad diferenciable M (de clase C*, por ejemplo) . Es decir, una
aplicacion diferenciable de clase c’ (rz1) @:MXG—M , talque

a) p(m,e) =m  paratodo punto m de M, donde e es el neutro de G; y

b) o(p (m,g1),g2) = ¢(m, g1g2) para todo punto m de My todo par de
elementos de G.

Esta accidn define un homomorfismo de grupos de Lie
G —> Dif(M)

d — (pg: M—>M
m—>¢(m,g)

donde Dif(M) representa el grupo de difeomorfismos de clase c'de M, con la
estructura de variedad diferenciable de clase C" inducida por M.

Un sistema dinadmico dado por una accién del grupo de Lie (R,+) en M,
se denomina flujo. Se trata, por tanto, de una aplicacién ¢:MXR-—M
diferenciable de clase C" que cumple:

a) o{m,0) =m paratodo punto mde M y

b) (¢ (m,1),8) = (m, t+s) para todo punto m de M y todo par de
numeros realestys.

Un flujo ¢ en M tiene asociado un campo X diferenciable de clase
c™1 , que es el que asigna a cada punto m de M, el vector tangente en el
punto t=0, a la érbita o trayectoria ym de ¢ por m, es decir a la curva
Ym: R—>M, donde ym (t)= ¢(m, t). Ademés, el campo X es completo porque
sus curvas integrales tienen dominio todo R. Reciprocamente, cada campo X
completo en una variedad M, tiene asociado un flujo ¢: MX R—>M definido
por ¢(m, t)=ym(t) = X{(m) donde ym es la curva integral del campo X que



pasa porm,y X; es el difeomorfismo correspondiente ate R. Si M es una
variedad compacta, cada campo es completo, luego existe una
correspondencia biyectiva entre {flujos en M de clase Cy} vy

Xr-1(M)={campos vectoriales diferenciables de clase Cy.1 sobre M}.

Una cascada es un sistema dindmico dado por la accién del grupo

aditivo de los enteros Z en una variedad M. A cada cascada e:MxZ —> M

se le puede asociar el difeomorfismo ¢¢: M —> M, donde @1(m)=¢(m, 1), y

ra cada difeomorfismo f: M — M la cascada ¢: M xZ —> M donde

o{m, n) =fN. Asi, el estudio de {cascadas en M}, es equivalente al estudio de
Dif(M).

Dado un flujo ¢ en M, cada subgrupo de R (por ejemplo Z) define una
cascada mediante la restriccién de ¢ al subgrupo. Sitge R, Ztg actia en M

dando una familia discreta de difeomorfismos. E! reciproco no es cierto en
general: si fe Dif M, =11, ne Z es una accién de Z en M, que no tiene

porqué extenderse a un flujo.

Llamaremos 6rbita de un difeomorfismo f en me M al subconjunto
{f"(p) | ne 2}, érbita de la correspondiente cascada.

En lo que sigue nos restringimos al estudio de sistemas dinamicos que
son acciones de R 6 Z (flujos o cascadas). Tendremos en cuenta siempre la
correspondencia entre cascadas y difeomorfismos.

Una superficie compacta ¥ encajada en M es una seccién global
para el flujo ¢ si

(a)Cada 6rbita corta a ¥ para valores de t positivos y negativos de
médulo arbitrariamente grande:
VmeM, tge R, I, t'>tg  ymt)NX =D 2yn(-)NE

{b)las érbitas cortan a ¥, transversalmente : V me ¥, Xme Ty 2, donde
X es el campo asociada a ¢ y T X es el espacio vectorial tangente a ¥ en m.

Entonces ¢ induce una accién de 2 en T generada por f:X—>3,
siendo f(p) = ¢(p, t1), donde tq, que depende de p, es el menor nimero real
positivo que cumple ¢(p, t1)e X. La aplicacién f es la aplicacidén de retorno o

aplicacion de Poincaré.



Puede verse que no siempre existen secciones globales, por tanto es
Gtil definir un concepto algo més débil: superficie de seccién o superficie de
Birkhoff. Es una superficie compacta S inmersa en M, tal que el interior
S\0S, esta encajado y cumple (a) y

(b") S\dS es transversal al flujo (las érbitas lo cortan transversalmente)
y el borde 9S8 es un conjunto de érbitas cerradas.

Un estudio cualitativo de flujos o difeomorfismos en una variedad M, es
un estudio topoldgico global de sus drbitas. Si no imponemos ninguna
condicién a un flujo, el espacio de 6rbitas puede ser totalmente arbitrario.
Entonces es natural restringir el estudio a ciertos subconjuntos del conjunto
de flujos o difeomorfismo. Concretamente, Smale [17] formula el siguiente
problema fundamental:

Definir un conjunto B abierto y denso en X(M) o Dif(M)y una relacion
de equivalencia ~, de manera que cada elemento de B sea estable respecto
a-~.

La condicién de que un elemento de B sea estable respecto a ~
significa que para cualquier ze B existe un entorno U de z en X(M) o Dif(M)
formado por elementos ~ equivalentes a z.

Las relaciones ~ mas usuales son equivalencia topoldgica y
conjugacién. Dos campos X, Ye X(M) son topoldgicamente equivalentes si
existe un homeomorfismo h: M—>M que lleva trayectorias de X en
trayectorias de Y, conservando su orientacién. Es decir, paracada me M vy
8>0 existe e>0 tal que para todo te(o,d) hoym(t)=y'h(m) {t
para algin t'«(0, €), donde ym ¥ Y'h(m) son curvas integrales de X por m,
y de Y por h{m) respectivamente.

Dos campos X, Ye X(M) son conjugados si son topoldgicamente
equivalentes y ademas se conserva la parametrizacién de las trayectorias, es
decir  hoym(t)=Yh(m))-

Dos difeomorfismos f, ge Dif(M) son topoldgicamente equivalentes si
existe un homeomorfismo h: M—>M talque hi(m)=gh(m) Vme M.

La estabilidad respecto a la equivalencia topolégica se denomina
estabilidad estructural.



En lo que sigue supondremos que M es una variedad cerrada
(compacta y sin borde).

Dos importantes clases de flujos y difeomorfismos estructuraimente
estable son los de Morse-Smale y los de Anosov. Para caracterizarlos
necesitamos algunos conceptos bésicos.

Sea fe Dif(M). Un punto me M se llama no-errante si para cualquier
entorno U de m vy cualquier entero positivo ng, existe un entero
n s |nj>ng ¥y fn(U)nU¢®. La definicién de punto no—errante para un
flujo es analoga.

El conjunto de puntos no-errantes de un difeomorfismo o flujo es
cerrado e invariante, es decir, formado por 6rbitas, y lo designaremos por €.

Un punto fijo mg de { se llama hiperbdlico si dfmo, aplicacién lineal
inducida por f en el espacio tangente a M en mg, no tiene autovalores de
médulo uno. Un punto fijo de un flujo ¢, (punto critico del campo X

correspondiente) es hiperbdlico si es un punto fijo hiperbdlico del
difeomorfismo  Xi=1.

Unpunto m de M es periédico para f, sila 6rbita {fn(m)} es un
nGmero finito de puntos, y se llama periodo de ‘m al minimo entero positivo n
tal que fn(m)= m. Un punto m periédico de { es hiperbdlico, si es un punto
fijo hiperbdlico de 1 donde n esel periodo de m.

Si la aplicacién  ym: R—>M, ym(t)=p(m, t) no es inyectiva, se dice que
Ym es una drbita periddica o cerrada del flujo. Si mg es un punto de una
érbita cerrada vy, consideramos una seccién local Yo transversala y en
mg. Entonces ¢(mg, ¢)=mg, donde ¢ es el periodo de v, (minimo valor de t
para el que y(s+t)=7(s)), y, por continuidad, la érbita de un punto m de Xg
préximo a mg, encuentra Yo enun tiempo t cercano a c. Esto permite
definir una aplicacion de Poincaré P:V—>%s enun entorno V de mg en
Y. Esta aplicacién sirve para estudiar las érbitas del flujo en un entorno de
v. La drbita cerrada +y es hiperbdlicasi mg es un punto fijo hiperbdlico de la
aplicacién P.

Llamaremos elemento critico de un sistema dindmico a un punto fijo o
periédico de un difeomorfismo, 0 a un punto fijo u 6rbita cerrada de un flujo.



La importancia de los elementos criticos hiperbélicos, radica en el
siguiente resultado de Hartman y Grobman ([6], [8]).

Teorema. Una condicidn necesaria y suficiente para que un sistema
dindmico sea estructuralmente estable en el entorno de un elemento critico
(estabilidad estructural local), es que el elemento sea hiperbdlico.

Si x es un elemento critico hiperbdlico, el conjunto de puntos cuyas
Orbitas convergen a x cuando el parametro tiende a infinito, forman una
variedad de clase C' (siendo el sistema dinamico de clase Cr) inmersa en
M que se llama variedad estable de x , y que denotamos por Ws(x). La
variedad inestable de x, W“(x) se define dualmente como el conjunto de
puntos cuyas Orbitas tienden a x cuando el parametro tiende a menos
infinito. Si Ws(x) es de dimensioén ng y Wu(x) de dimensién ny se tiene
que ng+ny=dimM, si x esunpunto,y ng+ny=1+dimM, si x esuna
Orbita periddica de un flujo.

2.Sistemas dinamicos de Morse-Smale
2.1 Definiciones y resultados generales.
La siguiente definicién es valida para cascadas y para flujos.

Definicion 1.2.1. Un sistema dindmico en una variedad diferenciable M"
se dice que es de Morse-Smale si

(1) el conjunto W de puntos no-errantes es la unién de los elementos
criticos, y éstos son todos hiperbdlicos.

(2) Si x, y son elementos criticos cualesquiera, WS(x) y WY(y) estén
en posicion general (si se cortan lo hacen transversalmente).

Sobre sistemas de Morse-Smale se conocen los siguientes resultados:

Los sistemas de Morse-Smale forman un subconjunto abierto de Dif(M)
6 X(M) para cualquier variedad M" cerrada [13].



Los campos correspondientes a flujos de Morse-Smale forman un
subconjunto denso en Grad(M)C X(M), donde Xe Grad(M) si X es el
campo gradiente de una funciénde M en R.[18].

Es claro que si ¢ es un flujo de Morse-Smale, ¢y M—M, con
pi(m)=o¢(m, 1), es un difeomorfismo de Morse-Smale para todo t=0.

El campo gradiente de una funcién de Morse produce un flujo de
Morse-Smale, por tanto toda variedad M cerrada tiene sistemas dinamicos
de Morse-Smale.

Los sistemas de Morse-Smale son estructuralmente estables ([15],
[13]), de donde se deduce que toda variedad cerrada soporta sistemas
estructuralmente estables.

Un flujo es NMS (non-singular Morse-Smale) si es un flujo de Morse-
Smale sin puntos criticos. La existencia de flujos NMS esta ligada a cierta
descomposicién en la variedad M7, Paran>3, el problema fue resuelto por
Asimov [2], dando una condicion necesaria y suficiente, sobre la caracteristica
de Euler de la variedad M, para ja existencia de flujos NMS.

2.2 Flujos NMS en 3-variedades.

E! caso n=3, fue resuelto por Morgan {12] demostrando que M3
admite un flujo NMS siy sdlo si M no tiene factores st ><82, es suma
conexa de variedades de grafo con factores no triviales, y su borde consta de
toros. Esto significa que M3 tiene flujps NMS si y sdlo si en la
descomposicién de Jaco-Shalem [9] por toros incomprensibles, no tiene parte
hiperbolica.

Para demostrarlo Morgan da el siguiente concepto de asas redondas:
Definicion.1.- Sea Y" una variedad. Entonces se dice que X" se obtiene de Y"

por adjuncion de una k-asa redonda si
(1) Existen fibrados de S por discos E 2 y ES"”

n-k-1

u ) — ay™  talque

{2) un encaje ¢ : (ang E



Definicion.2.- Una descomposicién en asas redondas para ( X, 9-X) es una
fittracién IXxIT=Xg € XyC X € . < Xy=X donde

cada X; se obtiene de X4 por adjuncién de un asa redonda.

Despues a cada asa redonda le asocia un flujo de la siguiente forma:

Sea pg un campo vectorial definido en el fibrado E 2 y formado por

vetores tangentes a la fibra con el origen del k-disco como unico punto

singular de tipo sumidero.

S )Xo

Fig.1

Sea py un campo vectorial definido en el fibrado E {J y formado por

vetores tangentes a la fibra con el origen del j-disco como unico punto

N
A
y

/N

singular de tipo fuente,

7
«— &= —>

N
7,3
N

&

(Ey (E &g

Fig.2



. k n-k-1
Sea 0/08 la elevacion del campo constante en S a (E s ®EL )

Entonces el campo 0/06 + pg + py estd definido en el asa

Kk n-k-1

(Eg ® E u ) donde no tiene ningun cero y donde la seccién cero es la

unica orbita cerrada dei flujo.

En el caso n = 3, el anima de una cero asa es un atractor (Fig), el de
una 2-asa es un repulsor (Fig), y el de una 1-asa es como en la Fig.

N
A v~
5 e b L

~N Vs
A

seccion de 0-asa seccion de 1-asa seccion de 2-asa
Fig.3

Entonces Morgan demuestra que una 3-variedad tiene una
descomposicion en asa redondas si y solo si tiene un flujo NMS, y que esto
sucede si y solo si M es suma conexa de variedades de grafo.

3. Sistemas dindamicos de Anosov.
3.1. Definiciones

Una importante clase de difeomorfismos y flujos estructuralmente
estables son los de Anosov. Antes de definirlos, recordamos el concepto de
conjunto hiperbdlico.

Sea ACM un conjunto invariante por fe Dif(M), f(A)=A. Se dice que
A es hiperbdlico si el fibrado tangente a M restringido a A, TaAM, se

descompone en una suma directa

10



TAM=ESo EY

continua, invariante por df y tal que df|gs, (df)'1[Eu son contracciones. Es
decir: existe A>1 tal que para ve EY, ve ES, se tiene Hdswitfz A dvil v
Hdi(viH| < ?[1 |[v'||] para alguna métrica riemanniana de M.

El conjunto A es hiperbdlico para un flujo ¢ si TAM=E‘P<B ESe EY,
donde cada sumando es un subfibrado continuo, invariante por dX; para cada

te R, E? es tangente al flujo y existen A>1 y c¢>0 tales que si ve EY,
vie ES y 120, entonces [|dgM)lIzcAtlIvI] y gy <c AN V']l

Un sistema de Anosov es aquel para el que la variedad ambiente M es
un conjunto hiperbélico. Anosov demostré [1] que los sistemas de Anosov son
estructuralmente estables.

Smale [17] definié el concepto de sistema que satisface el Axioma A,
que engloba a los de Morse-Smale y los de Anosov.

Un sistema dindmico satisface el Axioma A si
(i)su conjunto no-errante Q es hiperbdlico.
(i)sus elementos criticos forman un conjunto denso en Q.

Dado un sistema de Anosov en una variedad M, se define la variedad
estable generalizada Ws(m) para cada punto m de M, como una subvariedad
inmersa con las propiedades:

a) Paracada x € Ws(m) el espacio tangente TX(WS(m)) coincide
con E i T Tx(M).

b) f(wS(m) )=WS(f(m)) si se trata de un difeomorfismo, 6,
@t(WS(m)) =WS((pt(m)) si el sistema es un flujo.

¢) Dos puntos x,y estan en el mismo Ws(m) si y solo s la distancia

entre fn(x) y fn(y) tiende a cero cuando n tiende a infinito, en el caso de
difeomorfismo, o, la distancia entre ¢i(x) y ¢i(y) tiende a cero cuando t tiende a

infinito, para un flujo.

La variedad inestable generalizada W”(m) para un punto m de M es
la variedad estable generalizada para el sistema de Anosov inverso.

11



Un sistema de Anosov satisface la condicion de transversalidad si
Ws(m1) y Wu(mz) estan en posicién general para cualguier my,mz e M.

Si ¢ es un flujo de Anosov en M, es claro que ¢y M—>M dado por
ot{p) = o(t,p) es un difeomorfismo de Anosov.

Los flujos de Anosov comprenden importantes clases de flujos, que
surgen de forma natural en el estudio de superficies:

3.2. Flujos geodésicos de superficies de curvatura constante
negativa.

Sea Fg una superficie orientable de género g>1. En Fyg

consideramos una métrica de curvatura constante negativa. Designamos por
ST(Fg) el espacio total-del fibrado esférico tangente sobre Fg, formado por

vectores unitarios tangentes a la superficie Fg. Entonces ST(Fg) es una
3-variedad, que esta fibrada por circunferencias con base Fg. En esta
variedad se define el flujo geodésico @: R*ST(Fg)—>ST(Fg) asociando a
(t.v), donde ve TpFg , el vector tangente a la geodésica que parte de p en
direccién v, en el punto t.

olt, V) = ol

Este flujo es globalmente hiperbdlico y el conjunto de drbitas cetradas es
denso en ST(Fg). Veamoslo con detalle:

En STH? (esférico tangente de H2=vectores de norma 1 del fibrado
tangente de 1H2) esta definido et flujo geodésico ¢ por

¢: STH? xR —>STH?
((X, V)’ t) - (X'v V')

donde x' es el punto de la geodésica determinada por (x, v) para el parémetro
t (X=7,(t)) y v es elvector tangente a Y, en x.

La variedad STH? es difeomorfa a H2xS1, donde (x, v)e 1H2x{9} sila
geodésica yz tiende a 6 e 9H? cuando t tiende a ce. (Fig4)

12



Entonces, si (x, v)e H2x{0}, el punto ¢({x, v), 1) estd también en
H?x{0}.

El flujo geodésico define una foliacién de STH? con hojas difeomorfas a
R, tal que cada H2x{6)} esta foliada por todas las geodésicas de leque
apunta a 6.

Fig.4
Si g es una isometria de leg entonces ¢ actia en STH 2 por
g(x, v) = (g(x), dgx{v)) y como pasa geodésicas a geodésicas, preserva el flujo
geodésico. La linea del flujo ¢((x,v), 1), que es yi(t) en H?x {0}, pasa mediante
g a ¢((g(x), dgx(v)), t) que es ydg%(‘?(t) en H2x{0'). (Fig. 5). Nétese que g actua
en 9H?; entonces 6'= g(8).

i X {6} H 2x{0'}
Fig.5

13
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El flujo geodésico en STH? satisface las siguiente propiedades:
1) Es globalmente hiperbélico:
La variedad inestable generalizada W(:V) que pasa por (x, v) esta

formada, por definicién, por los vectores tangentes a las geodésicas que
parten del mismo punto del infinito que yv,x. En la figura 6a) se ha dibujado su

posicién en STH? y en i
La variedad estable generalizada W(XSV) que pasa por (x, v) esta

formada, por definicién, por los vectores tangentes a las geodésicas que
tienden al mismo punto del infinito que y:’( y es, por tanto, H2x({0} si

(x,v)e H2x{0). Figéb)

La figura 6c) representa la posicién relativa de W(X“v) yw?

(x.v)
(x, v). Las dos hojas se cortan transversalmente a lo largo de los vectores
tangentes a ) .

cerca de

2) Ninguna 6rbita es periddica.
3) Ninguna 6rbita es densa.

Sea I' el grupo de isometrias discreto de H2 tal que el cociente INH? es
la superficie Fq . Entonces ST( Fg) = I\ST(II{2),[1 1. pg.91], y el flujo geodésico
en 8T( Fg) es el cociente del flujo geodésico de ST(]HZ) por la accién de I'.

Como T actiia libremente en H?, también lo hace en ST(]HZ) y por tanto
la estructura local del flujo-se conserva. Por tanto el flujo geodésico de Fg
cumple 1).

Se prueba también que cumple

2') Per = ST(Fg ). Donde Per representa el conjunto de 6rbitas
cerradas.

Estos flujos fueron estudiados por Anosov [1] y se designd después por
este nombre a todos los flujos de caracteristicas similares.

3.3. Flujos suspension de difeomorfismos de Anosov.

Dado un difeomotfismo f: M —> M se puede definir el flujo
suspension de f en la variedad N=MXI/(p, 1)~(f(p), 0) por la condicién
o((p, s), t)=(fm(p), s+t-ft+s]) donde (p,s)e N y{{-)] denota la parte entera

15



de (-). El flujo suspensién de un difeomorfismo de Anosov, es un flujo de
Anosov.

En particular, si M es una superficie compacta (necesariamente el toro
F1),y fe Dif(F{) es de Anosov, el flujo suspensién es un flujo de Anosov en

una 3-variedad que es un fibrado sobre la circunferencia S1 con fibra el toro
F1.

Recordemos que todo difeomorfismo ¢ de F1 que consetve la orientacién

(pe Dif+(F1)) ,es isétopo a un difeomorfismo asociado a una matriz

Age SL(2, Z). La matriz A, actiia en R”fijando 2?2, luego induce un
difeomorfismo en la variedad cociente F1=1R2/22.

Si Ay= ( i g ) el discriminantes de la ecuacién x2-(a+d)x+1

determina la naturaleza de sus valores propios. Se distinguen tres casos

i) la+d|<2 No existen valores propios reales.
if) jJa+d|=2 1 es valor propio doble.
i) la+d|>2 2 valores propios reales distintos.

Enelcasoi)|a+d|=061. A s periddica con A(p1 2=1, y su periodo es
2, 3, 4 6 6 (consecuencia del teorema de Cayley-Hamilton).
En el caso i) con un cambio de coordenadas adecuado

1 a .
Aq,=(0 ; ) (sily=ly=1)
-1 a .
A(P=( o _1 ) (Sl l1 =|2='1)
En el caso iii) 1y y I; son irracionales distintos , 1 =‘1?. Se dice entonces

que la matriz Ay es Anosov.

En este caso hay dos pendientes de rectas pasando por el origen de R? (por
tanto dos pendientes en el toro) invariantes, en la direccién de una de ellas

actia en factor de dilatacién, y en la otra un factor de compresién. Entonces
el flujo suspension en M¢=F1xll(x,1)s(A(px,O) es claramente hiperbdlico.

3.4. Flujos algebraicos.

Sea M un espacio homogéneo compacto y conexo, es decir,
M=T\G/K, donde G es un grupo de Lie, K un subgrupo compacto, y I" un
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subgrupo discreto de G, actuando a izquierda y dando cociente compacto.
Entonces para cada elemento o del dlgebra de Lie § de G, existe un
subgrupo uniparamétrico expat de G que actia en M dando lugar a un
flujo.  Concretamente la accién ¢:MXR—M esta dada por
cp(FgK, =Ty exp(at) K. Este flujo se denomina flujo algebraico.

Los flujos 3.2 y 3.3 son flujos de Anosov algebraicos. Tomter [19]
demostré que si ¢ es un flujo de Anosov algebraico en una 3-variedad M,
entonces alguna cubierta finita de M tiene como flujo inducido por ¢ un flujo
geodésico, o un flujo suspensién de un difeomorfismo de Anosov. Esto
prueba que cada flujo de Anosov algebraico en M3 es cociente de un
geodésico o suspensidn.

3.5. Flujos de Anosov no algebraicos.

Handel y Thurston [7] construyeron un flujo de Anosov en una variedad
M de grafo, identificando sendos toros del borde de dos variedades de Seifert,
S1 y So, mediante un difeomorfismo de Anosov. Las variedades S1y So
posefan flujos de Anosov que se extendia a un flujo en M que es también de
Anosov. En el mismo trabajo se demuestra que este flujo no es conjugado a
ningtin flujo de Anosov algebraico, probando que ninguna cubierta finita de
M es un fibrado por circunferencias sobre una superficie Fg (g>1), 0 un
fibrado por toros sobre la circunferencia. Este fue el primer ejemplo conocido
de flujo de Anosov no algebraico.

Otros ejemplos fueron construidos por Goodman [5] por un proceso que
produce cirugia de Dehn en érbitas periddicas. Este proceso produce
foliaciones WSy WU que no son C=. [4].

3.6. Sistemas dindmicos de Anosov iransitivos.

Un sistema dindmico en una variedad M es topolégicamente transitivo
si existe una 6rbita densa en M. Los flujos de Anosov algebraicos en
3-variedades compactas, que incluyen a los geodésicos y de suspensién,
son transitivos.
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3.7. Variedades que poseen flujos de Anosov.

Margulis [10] probé que si una 3-variedad M posee un flujo de Anosov,
su grupo fundamental ={(M) tiene crecimiento exponencial. Esto significa

que dado un conjunto finito de generadores, el nimero T(n) de elementos
distintos del grupo que se pueden expresar en esos generadores con
palabras de longitud <n, cumple I'(n)>Ae@N, donde A y a son nimeros
reales positivos fijos.

Por tanto, no toda 3-variedad admite un flujo de Anosov: Las
3-variedades con grupo fundamental finito (83, lentes, etc...) no poseen tales
flujos.

Un resultado analogo para variedades de dimensién n>4, y flujos de
Anosov con ES o EY unidimensionales, fue probado por Plante y Thurston
[186].
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