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Abstract

We extend to compact Kaehler and Fujiki manifolds the theorem of F. Bogo-
molov, on vanishing of the space of holomorphic p-forms with values in a line
bundle whose dual L is numerically effective, for the degrees p less than the
numerical dimension of L.

1. Introduction et énoncé des résultats

Soit L un fibré en droites holomorphe sur une variété X analytique complexe com-
pacte lisse. Si X est projective, le théorème de Bogomolov donne l’annulation des
espaces H0(X,Ωp

X ⊗ L−1) de p-formes holomorphes à valeurs dans L−1, en degrés
p strictement inférieurs à la dimension de Kodaira-Iitaka de L, notée κ(L). Nous
étendons au paragraphe 3 ce résultat à toutes les variétés kählériennes compactes
en remplaçant κ(L) par un entier e(L) supérieur ou égal à κ(L) et ne dépendant
que de c1(L) la première classe de Chern de L. Lorsque L est numériquement
effectif, nous montrons au paragraphe 4 que l’annulation a même lieu en degrés p

strictement inférieurs à la dimension numérique de L, notée ν(L). Nous montrons
au paragraphe 5 que tous ces résultats restent vrais sur les variétés de Fujiki. Les
techniques utilisées sont l’inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano et le théorème de
Calabi-Yau [11].

Dans toute la suite, L désignera un fibré en droites holomorphe sur une variété
X analytique complexe compacte lisse. On définit d’abord trois entiers mesurant le
rang des directions positives de courbure de L.
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1.1. Dimension de Kodaira-Iitaka
Si Vm désigne l’espace de sections holomorphes H0(X,Lm) et Zm l’ensemble

base du système linéaire |Lm|, la dimension de Kodaira-Iitaka de L, notée κ(L), est
le maximum des rangs des morphismes canoniques Φm : X−Zm → P(Vm) , (m ≥ 1),
avec par convention κ(L) = −∞ si tous les Vm sont réduits à {0}.

Si Vm 
= {0}, le morphisme Φm permet de munir Lm = Φ�
mOP(Vm)(1) et par

suite L d’une métrique singulière à courbure positive, de rang sur X − Zm égal au
rang de Φm.

1.2. Dimension d’effectivité
On définit les groupes de cohomologie de Bott-Chern de X par

Hp,q
BC(X,C) :=

C∞
p,q(X,C) ∩ ker d

i∂∂ C∞
p−1,q−1(X,C)

.

L’injection de l’espace des formes de classe C∞ dans l’espace des distributions induit
un isomorphisme entre la cohomologie de Bott-Chern ainsi définie et la cohomologie
définie de manière analogue à l’aide des courants.

Si X est kählérienne, la classe de cohomologie de Bott-Chern d’un courant de
bidegré pur (p, q) avec p ≥ 1 et q ≥ 1 cöıncide avec sa classe de cohomologie de De
Rham.

On dira que le fibré L (ou le R−diviseur L) est pseudo-effectif si la classe de
cohomologie de Bott-Chern c1(L)BC a, parmi ses représentants, un courant de type
(1, 1) positif fermé. Par exemple si X est projective, cela revient à supposer que la
classe de cohomologie de De Rham c1(L) appartient au cône convexe fermé engendré
par les classes de diviseurs effectifs dans H2(X,R) [3]. La dimension d’effectivité de
L, notée e(L), est alors définie par

e(L) = max {k /∃T ∈ c1(L)BC , T ≥ 0, rang Tac = k

sur un ensemble de mesure strictement positive}
où Tac désigne la partie absolument continue de T par rapport à une métrique de
classe C∞.

Puisque tout courant positif fermé dans c1(L)BC est la forme de courbure d’une
métrique singulière sur L, la dimension d’effectivité de L prend en compte toutes les
métriques singulières sur L et pas seulement celles qui proviennent d’un plongement
canonique. Cette dimension ne dépend que de c1(L)BC .
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1.3. Dimension numérique

On fixe maintenant une métrique hermitienne de classe C∞ sur X et on note ω

la (1, 1)-forme associée.
On suppose ici que le fibré L (ou le R−diviseur L) est numériquement effectif

(nef), c’est-à-dire que pour tout ε > 0, c1(L)BC peut être représentée par une forme
de type (1, 1) de classe C∞ minorée par −εω. Puisque X est compacte, cette notion
est indépendante du choix de la métrique hermitienne sur X. Si X est projective,
cela revient à supposer que c1(L) appartient au cône convexe fermé engendré par les
classes de diviseurs amples, ou encore que le degré de L sur toute courbe est positif
ou nul. La dimension numérique de L notée ν(L), est alors le plus grand des entiers
s tels que la classe de cohomologie de Bott-Chern (c1(L)BC)s soit non nulle.

1.4. Comparaison de ces dimensions

On suppose désormais, sauf au paragraphe 5 sur les variétés de Fujiki, que
(X,ω) est kählérienne compacte (i.e. que ω est de plus fermée).

Proposition 1.1

(i) Si L est un fibré en droites pseudo-effectif, alors κ(L) ≤ e(L).
(ii) Si L est un fibré en droites numériquement effectif, alors e(L) ≤ ν(L).
(iii) Les inégalités précédentes peuvent être strictes.

Démonstration.

(i) résulte de la remarque de la fin du paragraphe 1.1.
(ii) Il suffit de montrer que pour tout courant positif fermé T dans c1(L) on a

0 ≤
∫
X

(Tac)
k ∧ ωn−k ≤

∫
X

c1(L)k ∧ ωn−k.

Un tel courant s’écrit α + i∂∂ ϕ où α est un représentant de classe C∞ de c1(L) et
ϕ une fonction quasi-plurisousharmonique sur X (i.e. une fonction dont le hessien
i∂∂ ϕ est localement minoré par une forme de type (1, 1) de classe C∞). On cherche
à approcher Tac par des courants de classe C∞ pour pouvoir estimer (Tac)

k.
On commence par régulariser ϕ à l’aide du théorème 9-1 de [2]. Il existe donc

une famille croissante (ϕε)ε∈]0,1] de fonctions de classe C∞ sur X et une famille
croissante (λε)ε∈]0,1] de fonctions continues sur X telles que
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• ϕε tend partout vers ϕ

• α + i∂∂ ϕε ≥ −λε ω

• λε tend partout vers τ−(.) ν(ϕ, .),
où τ− est une fonction continue positive sur X et ν(ϕ, x) désigne le nombre de Lelong
de ϕ en x. Il résulte de la démonstration que α + i∂∂ ϕε tend presque partout vers
Tac. La minoration du hessien de ϕε est mauvaise précisément là où ϕε tend vers
−∞. On tronque donc ϕε en posant

ψη
ε := max(ϕε, f

η)

où (fη)η∈]0,1] est une famille croissante de fonctions de classe C∞ tendant partout
vers −∞ et vérifiant les minorations

α + i∂∂ fη ≥ −ηω ∀η ∈]0, 1];

cette famille existe car L est nef.
On montre maintenant que pour tout η > 0 fixé, il existe ε(η) > 0 tel que

(!) ∀ε ≤ ε(η) α + i∂∂ ψη
ε ≥ −ηmax

X
(τ−, 1)ω.

Soit E := Eη/2(ϕ) = {x ∈ X/ ν(ϕ, x) ≥ η/2}. Par un théorème de Siu [8], E est un
sous ensemble analytique strict de X.
Puisque ϕ vaut −∞ sur E compact,

∃ε1(η),∀x ∈ E, ϕε1(η)(x) < fη(x).
∃Vη voisinage ouvert de E, ∀ε ≤ ε1(η), ∀y ∈ Vη, ϕε(y) ≤ ϕε1(η)(y) < fη(y).
∀ε ≤ ε1(η), α + i∂∂ ψη

ε = α + i∂∂ fη ≥ −η ω sur Vη.

Par compacité de X − Vη

∃ε(η) ≤ ε1(η), ∀ε ≤ ε(η), λε ≤ λε(η) ≤ η max
X

(τ−) sur X − Vη.

On a donc
∀ε ≤ ε(η), α + i∂∂ ψη

ε ≥ −η max
X

(τ−, 1)ω sur X.

Reste à montrer que α+ i∂∂ ψη
ε(η) tend presque partout vers Tac. Soit un point

x ∈ X où ϕ(x) > −∞ et α + i∂∂ ϕε tend vers Tac.
Puisque fη(x) tend vers −∞, il existe η0 = η0(x) tel que

∀η ≤ η0, ∀ε ∈]0, 1], ϕε(x) ≥ ϕ(x) > fη(x)

∀η ≤ η0, ∀ε ∈]0, 1], ∃Vε,η voisinage de x,∀y ∈ Vε,η , ϕε(y) > fη(y)

∀η ≤ η0, ∀ε ∈]0, 1], i∂∂ ψη
ε = i∂∂ ϕε en x.
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D’où la convergence presque partout de α + i∂∂ ψη
ε(η) vers Tac.

Le lemme de Fatou fournit maintenant∫
X

(Tac)
k ∧ ωn−k ≤ lim inf

η→0

∫
X

(
α + i∂∂ ψη

ε(η) + ηmax
X

(τ−, 1) ω
)k ∧ ωn−k

≤
∫
X

c1(L)k ∧ ωn−k.

(iii) Soient L1 un fibré en droites ample sur X1 et L2 un fibré en droites plat
mais pas de torsion sur X2 . Pour L := p�1(L1)⊗ p�2(L2) sur X := X1 ×X2 où p1 et
p2 sont les projections canoniques de X sur X1 et X2, on a

−∞ = κ(L) < e(L) = ν(L) = dimX1.

Suivant l’exemple 1-7 de [5], on considère le fibré en droites L associé au seul fibré
vectoriel de rang 2 extension non triviale de deux fibrés en droites triviaux sur une
courbe elliptique. Le calcul explicite des métriques singulières sur L (qui permet
de conclure que L nef n’a pas de métrique hermitienne de classe C∞ à courbure
semi-positive) conduit à

0 = κ(L) = e(L) < ν(L) = 1.

En combinant ces deux exemples, on peut rendre les deux inégalités simultanément
strictes. �

Remarque. Dans l’exemple précédent, le fibré L2 est le fibré anti-canonique de la
variété de base. La conjecture d’abondance en théorie de Mori affirme l’égalité
entre dimension numérique et dimension de Kodaira-Iitaka du fibré canonique
(numériquement effectif) d’une variété minimale.

1.5. Énoncé des résultats

Soit L un fibré en droites holomorphe sur une variété X analytique complexe
compacte lisse. Le théorème d’annulation de Bogomolov [1] dit que si X est projec-
tive alors

H0(X,Ωp
X ⊗ L−1) = 0 pour p < κ(L).

On étend ce résultat dans deux directions, en supposant X seulement kählé-
rienne.
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Théorème 1.2
Si L est pseudo-effectif alors

H0(X,Ωp
X ⊗ L−1) = 0 pour p < e(L).

Théorème 1.3
Si L est numériquement effectif alors

H0(X,Ωp
X ⊗ L−1) = 0 pour p < ν(L).

Théorème 1.4
Plus généralement, si L est numériquement équivalent à un R−diviseur de la

forme D + E avec D nef et E pseudo-effectif alors

H0(X,Ωp
X ⊗ L−1) = 0 pour p < ν(D).

Suivant [6], on dira qu’une variété Y analytique complexe compacte lisse est de
Fujiki si elle est l’image par une application holomorphe d’une variété kählérienne
compacte lisse. Par un résultat de J. Varouchas ([9] théorème 3), une telle variété
admet une modification kählérienne compacte lisse.

Théorème 1.5
Les résultats précédents restent vrais sur les variétés de Fujiki.

Remarque. Le théorème 1.2 peut être reformulé de la façon suivante : le faisceau Ωp
X

des p-formes holomorphes sur X n’a pas de sous-faisceaux de rang un associé à un
fibré en droites pseudo-effectif de dimension d’effectivité strictement supérieure à p.
Les autres théorèmes se reformulent de façon analogue. En particulier, les faisceaux
Ωp

X(p < dimX) d’une variété de Fujiki compacte lisse n’ont pas de sous fibré en
droites nef et gros (i.e. de dimension de Kodaira-Iitaka maximale).

Remarque. Dans le cas où X est projective, le théorème 1.3 peut se démontrer en
utilisant des sections hyperplanes convenables de X et en raisonnant par récurrence
sur la dimension de X. On se ramène ainsi au cas où ν(L) = dimX. Le théorème
de Bogomolov permet de conclure puisqu’alors ν(L) = κ(L). Cette méthode tombe
complètement en défaut dans le cas kählérien général puisque X peut n’avoir aucun
sous-ensemble analytique propre autre que les parties finies. On utilisera donc ici
des méthodes d’analyse.

La démonstration de Viehweg [10] du théorème d’annulation de la cohomologie
d’un fibré nef et gros sur une variété projective lisse repose après revêtement cyclique
et conjugaison pour les groupes de cohomologie d’un faisceau de structure, sur le
théorème d’annulation de Bogomolov. Mais sur une variété kählérienne générale, il
n’est pas possible de réduire le théorème d’annulation de Kawamata-Viehweg, à un
théorème d’annulation de type Bogomolov.
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2. Les outils

2.1. Rappels de géométrie kählérienne
Le symbole Λ désigne l’adjoint de la multiplication par la forme de Kähler ω.

Soit γ une (1, 1)−forme réelle sur TxX. Il existe une base (t�j )1≤j≤n
de T �

xX, ω(x)−
orthonormée, telle que γ = i

∑n
j=1 γjt

�
j ∧ t

�
j où les (γj) sont les valeurs propres de

γ par rapport à ω(x). Pour toute (p, 0)−forme sur TxX, soit u =
∑

|J|=p uJ t
�
J (où

par définition t�J := t�j1 ∧ . . . ∧ t�jp), on a

[γ,Λ]u =
∑
|J|=p

( ∑
j∈J

γj −
n∑

j=1

γj

)
uJ t

�
J = −

∑
|J|=p

( ∑
j /∈J

γj

)
uJ t

�
J .

2.2. Inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano
Soient h une métrique hermitienne de classe C∞ sur L, Θh(L) := i

2π ch(L) la
forme de courbure de la connexion de Chern du fibré en droites hermitien (L, h)
et λ1 ≤ . . . ≤ λn ses valeurs propres par rapport à ω. Alors pour toute p-forme
holomorphe u à valeurs dans L−1 on a

0 ≥
∫
X

〈[Θh(L−1),Λ]u, u〉(L−1,h)dVω ≥
∫
X

(λ1 + . . . + λn−p)||u||2(L−1,h)dVω.

2.3. Théorème de Calabi-Yau
La courbure de Ricci d’une métrique kählérienne sur X est dans la première

classe de Chern de X. Le théorème de Calabi-Yau affirme (dans ce cas particulier)
que tout représentant de classe C∞ de c1(X) peut être réalisé comme courbure de
Ricci d’une métrique kählérienne sur X.

Plus précisément, soient γ ∈ H1,1(X) une classe de Kähler et ρ ∈ c1(X) une
(1, 1)− forme réelle fermée de classe C∞. Il existe dans γ une unique forme de
Kähler v dont la forme de Ricci Ricci(v) est ρ. Autrement dit, si f est un potentiel
de Ricci(ω) − ρ tel que

∫
X

efωn = γn, on obtient

vn = efωn.

Cette dernière équation admet une unique solution v dans γ pour toute donnée f
satisfaisant

∫
X

efωn = γn.

Conjecturé par E. Calabi, ce résultat a été démontré par S.T. Yau par des
techniques au développement desquelles théorème Aubin a beaucoup contribué.

Ce théorème sera utilisé ici pour construire des métriques sur un fibré en droites
numériquement effectif, de manière à répartir au mieux la positivité de courbure sur
toute la variété. Il remédie à l’absence de fibré en droites ample.
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3. Groupes de cohomologie d’un fibré pseudo-effectif

On se propose dans ce paragraphe de démontrer le théorème 1.2 sur la cohomologie
des fibrés en droites pseudo-effectifs.

Soit T un courant positif fermé dans c1(L) tel que le rang de sa partie ab-
solument continue soit e(L) sur une partie A de mesure strictement positive. Soit
h une métrique hermitienne de classe C∞ quelconque sur L. Le courant T s’écrit
Θh(L) + i∂∂ ϕ où ϕ est une fonction quasi-plurisousharmonique sur X. Par le
théorème de régularisation 9-1 de [2], il existe une famille croissante (ϕε)ε∈]0,1] de
fonctions de classe C∞ sur X, une famille croissante (λε)ε∈]0,1] de fonctions continues
sur X et une famille (γε)ε∈]0,1] de (1, 1)− formes réelles continues sur X telles que:

• Pour tout x ∈ X, ϕε(x) tend vers ϕ(x)
• i∂∂ ϕε ≥ γε − λεω

• γε ≥ −Θh(L)
• γε tend presque partout vers (i∂∂ ϕ)ac
• λε tend presque partout vers 0.

L’identité de Bochner-Kodaira-Nakano donne pour toute p−forme holomorphe
u à valeurs dans L−1 muni de la métrique duale de he−2πϕε∫

X

〈[−Θh(L) − i∂∂ ϕε,Λ]u, u〉(L−1,h)e
2πϕεdVω ≤ 0.

Puisque les valeurs propres de i∂∂ ϕε − γε + λεω par rapport à ω sont positives, le
paragraphe 2.1 conduit à∫

X

〈[−Θh(L) − γε + λεω,Λ]u, u〉(L−1,h)e
2πϕεdVω ≤ 0.

Les théorèmes usuels d’intégration s’appliquent car ϕε est uniformément ma-
jorée , γε minorée, λε et ϕε croissantes, et conduisent à∫

X

〈[−Tac,Λ]u, u〉(L−1,h)e
2πϕdVω ≤ 0.

D’où ∫
X−supp (T−Tac)

〈[−Tac,Λ]u, u〉(L−1,h)e
2πϕdVω ≤ 0.

Sur X − supp (T − Tac), les valeurs propres de Tac sont des fonctions L1 positives
dont e(L) sont strictement positives sur A − supp (T − Tac). La forme u est donc
nulle sur A, holomorphe sur X et par conséquent identiquement nulle. �
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4. Groupes de cohomologie d’un fibré nef

On démontre maintenant le théorème 1.3 concernant les fibrés en droites numérique-
ment effectifs.

Soit l = ν(L) la dimension numérique de L. Puisque L est nef, c1(L)l peut être
représentée par un courant positif fermé non nul T . D’où∫

X

c1(L)l ∧ ωn−l =
∫
X

T ∧ ωn−l > 0.

Puisque c1(L) + ε{ω} est pour tout ε > 0 une classe de Kähler, le théorème de
Calabi-Yau fournit une métrique hermitienne hε sur L telle que Θhε

(L) + εω soit
une métrique kählérienne sur X et(

Θhε
(L) + εω

)n = λεω
n

avec

λε =

∫
X

(c1(L) + εω)n∫
X
ωn

∼ε→0 Cεn−l (C > 0).

Soit h une métrique hermitienne quelconque sur L. La métrique hε s’écrit
he−2πϕε . On peut imposer la condition de normalisation

∫
X
ϕεdVω = 0. Alors

∆ωϕε = Traceωi∂∂ ϕε = TraceωΘhε
(L) − TraceωΘh(L)

ϕε = Gω( TraceωΘhε
(L) − TraceωΘh(L))

où Gω est l’opérateur de Green du Laplacien de associé à ω[7]. Puisque ω est
fermée et que toutes les courbures Θhε(L) sont dans la classe de cohomologie de de
Rham c1(L), la famille de fonctions ( TraceωΘhε(L))ε∈]0,1] est bornée en masse. On
observe que Gω : L1 → L1 est compact, on peut donc supposer, quitte à extraire
une sous-suite, que ϕε converge presque partout vers ϕ ∈ L1.

On remarque de plus que, par construction, pour tout ε > 0,Θhε(L) + εω > 0
et donc i∂∂ ϕε ≥ −Θh(L) − ω. La condition de normalisation

∫
X
ϕεdVω = 0 assure

donc que la suite (ϕε)ε∈]0,1] est uniformément majorée sur X compacte.
Soient (−ε ≤)γε

1 ≤ . . . ≤ γε
n les valeurs propres de Θhε par rapport à ω. Soit

δ > 0 tel que µ := n−l
n−l+1 + δ l−1

n−l+1 soit strictement inférieur à 1. On a∫
X

(γε
n + ε)dVω ≤

∫
X

[(γε
1 + ε) + . . . + (γε

n + ε)]dVω

≤
∫
X

(c1(L) + εω) ∧ ωn−1

(n− 1)!

≤
∫
X

(c1(L) + ω) ∧ ωn−1

(n− 1)!
=: A .
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Alors Vε := {x ∈ X/γε
n +ε ≥ Aε−δ} est de volume inférieur à εδ. De plus λε est

partout égal au produit des valeurs propres de Θhε(L)+εω, soit γε
1+ε ≤ . . . ≤ γε

n+ε.
En dehors de Vε, on a donc

γε
n−l+1 + ε ≥

(
(γε

1 + ε) . . . (γε
n−l+1 + ε)

)1/n−l+1

≥
(

λε

(γε
n + ε)l−1

)1/n−l+1

≥ B
ε

n−l
n−l+1

ε−δ l−1
n−l+1

≥ Bεµ.

On prend maintenant une p−forme holomorphe u à valeurs dans L−1 muni de
hε (p < l). Il vient par l’identité de Bochner-Kodaira-Nakano

0 ≥
∫
X

〈[Θhε
(L−1),Λ]u, u〉(L−1,h)e

2πϕεdVω.

Par suite,

0 ≥
∫
X

(γε
1 + . . . + γε

n−l+1 + . . . + γε
n−p)||u||

2
(L−1,h)e

2πϕεdVω

≥
∫

X−Vε

(
Bεµ − (n− p)ε

)
||u||2(L−1,h)e

2πϕεdVω +
∫
Vε

(n− p)(−ε)||u||2(L−1,h)e
2πϕεdVω.

Ainsi, ∫
X

||u||2(L−1,h)e
2πϕεdVω ≤

(
1 +

n− p

Bεµ−1 − (n− p)

) ∫
Vε

||u||2(L−1,h)e
2πϕεdVω

≤ C Volω(Vε) ≤ Cεδ,

car (ϕε) est uniformément majorée. Par le théorème de convergence dominée, on
obtient ∫

X

||u||2(L−1,h)e
2πϕdVω ≤ 0

et u est donc nulle. �
Idée de démonstration du Théorème 1.4. On adapte la démonstration précédente
après avoir remarqué que pour tout ε > 0, on peut trouver une forme de classe C∞

cohomologue à E et minorée par −εω en dehors d’une partie Wε de X de mesure
inférieure à ε.
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5. Sur les variétés de Fujiki

On se propose ici de déduire le théorème 1.5 des théorèmes analogues sur les variétés
kählériennes par les techniques développées dans [6].

On montre d’abord que sur les variétés de Fujiki comme sur les variétés
kählériennes, les définitions relatives à la pseudo-effectivité et à l’effectivité numéri-
que s’expriment en cohomologie de De Rham.

Lemme 5.1

Sur une variété de Fujiki X, tout courant T de type (p, q) avec p ≥ 1, q ≥ 1 qui

est d-exact, est i∂∂ -exact.

Démonstration. Ce résultat est classique sur les variétés kählériennes, par la théorie
de Hodge. Soit µ : X̃ → X une modification de X, avec X̃ kählérienne. Puisque
l’injection des formes différentielles dans les courants induit un isomorphisme en
cohomologie de Bott-Chern, il existe une forme différentielle u de classe C∞, et un
courant T ′ tels que T = u+ i∂∂ T ′. La forme µ�u est, comme T , d-fermée. Il résulte
des formules µ�µ

�u = u, où µ� est calculé au sens des courants, et µ�i∂∂ = i∂∂ µ�

que T est i∂∂ -exact. �

Proposition 5.2

Soient f : X → Y une application holomorphe entre variétés analytiques com-

plexes compactes lisses et L → Y un fibré en droites sur Y .

(i) Même si L est pseudo-effectif, f�L ne l’est pas en général.

(ii) Si L est nef, f�L l’est aussi et ν(f�L) ≤ ν(L).

Démonstration. (ii) résulte des définitions. Pour (i), il suffit de considérer l’injection
du diviseur exceptionnel E � P

n−1 dans l’éclaté d’une variété de dimension n en
un point et le fibré en droites effectif O(E) dont la restriction à E est isomorphe à
OPn−1(−1). �

Dans le contexte des variétés de Fujiki, on obtient pour une application surjec-
tive la

Proposition 5.3

Soient f : X → Y une application holomorphe surjective entre variétés de Fujiki

compactes lisses et L → Y un fibré en droites sur Y .

(i) Si L est pseudo-effectif, f�L l’est aussi et e(f�L) ≥ e(L).
(ii) Si L est nef, ν(f�L) = ν(L).
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Démonstration. Pour (i), soit T un courant de type (1, 1), positif, d-fermé, dans la
dans la classe de cohomologie de Bott-Chern c1(L)BC , tel que le rang de sa partie
absolument continue soit e(L) sur un ensemble de mesure non nulle. Le courant T
s’écrit T = u + i∂∂ φ, où u est de classe C∞ et φ localement intégrable. Puisque
f est surjective et propre, φ ◦ f est une fonction localement intégrable. Le courant
f�T := f�u+i∂∂ φ◦f permet de conclure puisque la différentielle de f est surjective
en dehors d’un sous-ensemble analytique strict de X.

Pour (ii), il suffit d’après la proposition précédente de traiter le cas où X est
kählérienne . On munit donc X d’une métrique kählérienne ω. On note m = dimY ,
n = dimX et l = ν(L). Soit u un représentant de classe C∞ et de type (1, 1) de la
classe c1(L). Par la formule de projection,

f�
(
f�ul ∧ ωn−m

)
= ul ∧ f�(ωn−m).

Le courant f�(ωn−m) est positif fermé de degré zéro : il correspond à la fonction
constante strictement positive égale au volume d’une fibre générique de f . Puisque
ul n’est pas nulle en cohomologie de De Rham, il en est donc de même pour f�ul.
Ainsi ν(f�L) = ν(L). �

Reste à rappeler le théorème d’injectivité (voir [6] théorème (4.10)) pour con-
clure la démonstration du théorème 1.5.

Théorème 5.4
Soient f : X → Y une application holomorphe surjective entre variétés de Fujiki

compactes lisses et E → Y un fibré vectoriel sur Y . Alors l’application naturelle
Hp,q(Y,E) → Hp,q(X, f�E) est injective pour tout couple d’entiers (p, q).

Remarque. Les méthodes utilisées ici permettent de montrer le théorème suivant de
type Kawamata-Viehweg ([6] théorème (4.9)).

Théorème 5.5
Soient X une variété de Fujiki compacte lisse et L → X un fibré en droites dont

la première classe de Chern c1(L) possède un représentant de classe C∞ semi-positif
dont le rang sur un ensemble de mesure non nulle est k. Alors

Hq(X,L−1) = 0 pour q < k.

En particulier, si L a une puissance globalement engendrée (on dit que L est
semi-ample) alors l’annulation a lieu en degrés q strictement inférieurs à la dimension
numérique de L.

Démontrer par ces méthodes le théorème de Kawamata-Viehweg général sur
les variétés kählériennes compactes nécessiterait d’estimer différents représentants
harmoniques, pour différentes métriques, d’une classe de cohomologie de Dolbeault
à valeurs dans L.
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