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ABSTRACT

We present a new method of analytic continuation of series out of their disk
of convergence. We then exhibit a connection with the phenomenon of bifur-

cation delay in a planar discrete dynamical system; the limit of the method is
then related to a stop phenomenon.

1. Introduction

Soit ), 5, an 2™ une série entiére de rayon de convergence non nul. Pour obtenir
un prolongement de cette série en dehors de son disque de convergence on utilise la

fonction auxiliaire
n _—n®
faq(2) = E :anz qg"

n>0

ol a et ¢ sont deux réels strictement supérieurs a 1, et on considere
fa(z) = lim fo4(2)
g—1

La différence avec les méthodes abéliennes habituelles telles que celles de Lin-
del6f ou de Hardy est que, lorsque le parameétre a est appréciablement supérieur
a 1, le terme perturbatif est trop fort et ne permet pas d’obtenir toute 1’étoile de
Mittag-Lefller de la série de départ; en contrepartie, dans la zone de convergence, la
convergence est plus rapide que pour la méthode de Lindelof (ce qui peut représenter
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un intérét pratique) selon le principe bien connu que “moins une méthode est puis-
sante, plus elle est rapide”:

“The delicacy of a method of summation tends to be inversely proportional
to its power” [5].

On peut cependant obtenir toute I’étoile de Mittag-Leffler en faisant tendre a vers 1.
L’intérét principal de cette nouvelle méthode de prolongement analytique provient
de son lien étroit, lorsque a prend la valeur 2, avec un phénomeéne de retard a la
bifurcation dans le systéme de R?

Tnyl1 = Ty + e
0 i

Yn+1 = 1- eXP(-”l?n) Yn

L’article est écrit dans le langage infinitésimal dont 1’utilisation a permis de
simplifier notablement les preuves; ainsi les théorémes 6.2.2 et 6.2.3 de [7], ver-
sion Non-Standard du théoréme des familles normales, permettent de remplacer
I’étude de la convergence uniforme sur tout compact d’une famille de fonctions par
I’estimation d’une fonction en un point. D’autre part ce langage convient parfaite-
ment a la description de la dynamique d’un systéme & petit paramétre tel que le
systéme (S).

2. Notations

On désignera par le symbole “g” (resp. “£”, “@”) toute quantité infiniment pe-
tite (resp. limitée, appréciable); deux occurences de ce symbole ne désigneront pas
forcément le méme infiniment petit (resp. limité, appréciable).

Dans la manipulation de ces symboles, le signe “=" doit étre pris au sens de
I'implication; ainsi on a par exemple: @ = £; mais on n’a pas £ = @. Pour plus de
précision on peut consulter [8].

Le symbole binaire “~” signifie “est infiniment proche de”; le symbole “<”

signifie “est appréciablement inférieur a”; par exemple 1 < 2.
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3. Prolongement analytique

3.1 Dans toute cette partie f(2) = ) ,.5,@n 2" est une série entiere de rayon de
convergence non nul. On désignera par la méme lettre f la série et son prolongement
analytique radial.

DEFINITION 3.2. L’étoile de Mittag-Leffler de f est le plus grand domaine étoilé par

rapport a 0 sur lequel on peut prolonger f radialement. On note ML( f) ce domaine
et SML(f) son S-intérieur:

SML(f) = {z limité; Vz ~ z, z € ML(f)}

EXEMPLE 3.3. L’étoile de Mittag-Leffler de la série géométrique >, o 2™ est le plan
complexe privé de la demi-droite fermée [1,+oo[. Son S-intérieur est le domaine
limité du plan privé du halo de [1,+oo].

Cet exemple permet de traiter le cas général, comme le montre le résultat
suivant.

Théoréme 3.4 (E. Borel)

Soit ¢ une fonction entiére telle que pour tout z limité non infiniment proche
de la demi-droite [1,+00[, ¢(2) est infiniment proche de 1/(1 — z).

Soit v est un lacet standard quelconque inclus dans ML(f) d’indice 1 par rapport
au segment [0, z].

Alors pour tout z dans SML(f), f(z) est infiniment proche de g(z) ot g est la
fonction définie par

(1) 9) = g7 [ #(2) s 5

Démonstration. On vérifie que la fonction g définie par la formule (1) ne dépend pas
du lacet choisi. Soit z dans SML(f) et soit 4 un lacet standard quelconque inclus
dans ML(f) d’indice 1 par rapport a [0,2]. On a:

0= g [ L0 gy L[ S0

- . - . z
AYS U— 2z PAY.S 11—;u

et 1/(1—(z/u)) =~ ¢(z/u) pour tout u dans 7. Le lacet v étant standard et
I'intégrale d’une fonction infiniment petite sur un domaine limité étant infiniment
petite, on a donc f(2) ~ g(z). O
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- 0 I~

Figure 1

3.5 Ainsi, un procédé de sommation fonctionnant pour la série géométrique fonc-
tionnera pour toute autre série entiere. D’autre part, dans le cas d’un procédé ne
sommant pas sur l’étoile de Mittag-Leffler en entier, la formule (1) permet de déduire
de fagon exacte la région de SML(f) ou f et g sont infiniment proches a partir de
la région ol ¢ et 1/(1 — z) sont infiniment proches. Le cas de la série géométrique
mérite donc une attention particuliere.

3.6 Le cas de 1/(1 — 2). Soit ¢ et a deux nombres réels strictement supérieurs a 1 et

s0it (8n), oy 12 suite définie par

Sn = q(—n").
On pose ¢ = exp(¢), ce qui donne
$n = exp(—nle).

Soit ¢ la fonction définie par

p(z) = Z sp 2",

n>0

La régle de Hadamard sur le rayon de convergence donne ici:

1 a—1
= = 1 (=n ) —
lim sup /s, n—sFoo +oo
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La fonction ¢ est donc entiére. Si de plus ¢ est infiniment proche de 1 on a le
résultat suivant:

Proposition 3.7

Soit q et a réels strictement supérieurs a 1 tels que a est limité et q est infiniment
proche de 1, soit p(2) = 3,554 )2". Si|z| < 1 alors ¢(2z) ~ 1/(1 — 2).

Démonstration. La démonstration repose sur un simple argument de convergence
dominée: soit z de module appréciablement inférieur & 1; on a pour tout n limité
$n =~ 1, donc, puisque z est limité, pour tout N limité ) nSn2™ =~ > N 2"
Par permanence il existe donc N infiniment grand tel que Y .y sn2™ =Y n 2™
De plus, pour N infiniment grand, on a y, .5 2" ~ 1/(1 — z) et, puisque Is;‘ <1
pour tout n, |En>N Sn z"l < Y nsn 12l qui est infiniment petit pour |z| < 1. O

Théoréme 3.8

Soit ¢ définie comme en 3.7 avec q infiniment proche de 1, soit ¢, I'image par
la fonction exponentielle de

{z €C :0< Sz <2m, R(z)cos(£) — F(z)sin(5%) <0,

R(z)cos(L£) + (S(z) — 27)sin(£) < 0}

Soit S¢, le S-intérieur de ¢,.
Alors pour tout z dans S¢, on a p(z) ~ 1/(1 — z).

¢a et S¢, son S-intérieur (indiscernables)

Figure 2
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Démonstration. 1l suffit de montrer que ¢ est limitée dans S¢,; en effet d’apres
les théorémes 6.2.2 et 6.2.3 de [7], ¢ sera alors S-continue sur S¢, et son ombre
°¢ est analytique; or cette ombre coincide avec 1/(1 — z) sur {|z| < 1} d’apres la
proposition 3.7. La région ¢, étant simplement connexe, les deux fonctions °y et
1/(1 = z) coincident sur ¢,.

Pour estimer ¢, on utilise une technique classique qui consiste a 1’écrire sous
forme intégrale en la considérant comme somme de résidus d’une fonction dépendant
du parametre z.

Notations. Posons Logz = ¢ = £ 4 i et € = Log ¢, ou Log désigne la détermination
principale du logarithme; soit f(z,u) = exp [uz - u“s], ainsi @(z) = Y .50 f(z,7);
posons u = Rexp(i); soit ®.(u) = —f(z,u)/(exp(2iru) — 1); pour @ dans ]0,7r[,
soit C(0) le contour composé de la réunion des deux demi-droites

At = [1/2,+oo[ - exp(—16),
A~ = [1/2,400] - exp(if),

et de ’arc de cercle
Y0 = {1/2 - exp(—it),—0 <t < 6}

parcouru dans le sens ascendant (indirect).

— IR
—7< z
A_

Figure 3
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La démonstration du théoréme repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 1

Si 8 < X, lintégrale ®.(u)du converge et est égale & ¢(z).
2a C(6)

Lemme 2
Soit £ = € + in un point limité du plan; on a les implications:
Ecos(£) —psin(£) <0 = O, (u)du = £,
At

Ecos(£) +(n—2m)sin(£) <0 = / O (u)du = £.
A

Pour la démonstration des deux lemmes, on utilise les notations suivantes.
Soit N un entier et soit Cn(#) le contour composé de la réunion des deux

segments
Ant = [1/2,N +1/2[ - exp(if),

AN~ = [1/2,N + 1/2[ - exp(—ib),
et des arcs de cercle
Yo = {1/2 -exp(—it), -0 <t < 9}
yv = {(N +1/2) - exp(—it), —6 < t < 6}

Figure 4



78 FRUCHARD

Ainsi on a

/C'N(g)tbz(u)duz Z f(z,n).

0<n<N

Démonstration du lemme 1. 1l suffit donc de montrer que les intégrales [, , ®,(u)du
et fA- ®,(u)du convergent, et que

li o du =10
im, [ e

Pour le dénominateur, on vérifie que ’on a les inégalités suivantes:

sur AT, |exp(2i7ru) - 1| > 1 — exp(—msinf);
sur A~ |exp(2iru) — 1| > exp(7sin ) — 1;
sur o et Yn, Iexp(2i7ru) - 1l > 1-—exp(—m).

Donc pour tout N et tout u sur yn, 1/(exp(2iru) — 1) = £.
Pour le numérateur:

|f(:1:,u)| = exp[R(uz — ue)].
Avec les notations z = £ + in et v = Rexp(iy)) on obtient
|f(7:,u)| = exp [R£ cos ) — Rpsiny — e R® cos(a¢)]

Si 8 < 35— alors cosay > cosaf > 0; le terme dominant lorsque R tend vers I'infini
est donc e R® cos(a®) et on en déduit la convergence des deux intégrales fA+ d, et
fA_ ®, en exp(—kR®), d’ou le lemme 1. O

Démonstration du lemme 2. On choisit  infiniment proche de 5—; on a alors pour
z limité:
sur A*, ¢ ~ £, donc
If(m,u)l = exp [R(f cos 5= — 7sin 53— + 05)] exp[—R“ (cos 7= + (25)]
= Lexp[R(£cos &% — nsin & + 9]
La formule |exp(a + ib) — ll > le“ cosb — ll donne
[exp(2imu) — 1| > 1 — exp[—27R(sin & + ¢)] cos[2r R(cos & + ¢)] = @

donc |<I>,:(u)| = ,Cexp[R(Ecos{% — nsin 5= + ¢)],
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sur A~, ¢ ~ 5= donc If(w,u)l = exp[R(£ cos 3o +nsing- + 8)] et
|exp(2i7ru) - 1] = @exp [27 R (sin 70 T 8)];
donc |®4(u)| = £exp[R(£cos £ + (n— 27)sin & + 0)].

On conclut alors en utilisant la formule 0+°° Lexp(—|@R)dR = £. O

Pour obtenir un prolongement de notre série f on peut en pratique choisir a = ¢,
ce qui conduit au résultat suivant:

Théoréme 3.9

Soit En>0 an 2™ une série entiére de rayon de convergence non nul. Soit f
son prolongement radial, ML(f) son étoile de Mittag-Leffler et, pour q strictement
supérieur & 1, f, la fonction entiére définie par

fq(z) = Za’" 2" q—nq.

n>0

Alors pour tout z dans ML(f) on a

lim fy(2) = f(2).

Démonstration. Si a = ¢, a est infiniment proche de 1, et dans ce cas la région S¢,
coincide avec SML(f); le théoréme 3.4 s’applique alors. O

4. Systémes discrets lents-rapides

4.1 On considére le systéme de R?
Tntl1 =Tpn +€
($)

Ynt1 = 1 — exp(zn)yn

ol € est un nombre donné positif et (a:o,yo) un point donné limité du plan.
Pour € = 0 on obtient le systeme réduit

Tni4l = I
(So) {

Ynt+1 =1 —exp (mn)yn
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ce qui revient & étudier la dynamique de la suite (yn) en fonction de zgo: le seul
point fixe est y = e(z) = 1/(1 + exp(z)), attractif si z est négatif et répulsif pour z
positif, la valeur 2 = 0 correspondant & une bifurcation.

Lorsque ¢ est non nul le systéme ne contient plus ni point fixe ni orbite
périodique hormis le point & P’infini; néanmoins si £ est infiniment petit, le systéeme
(S) est une perturbation du systéme (Sp) et la dynamique de (Sp) permet de décrire
partiellement la dynamique de (S) [3]:

Si (xo,yo) est limité et zo appréciablement négatif, alors pour tout n in-

finiment grand tel que z, est appréciablement négatif, on a y, ~ e(z,).

En particulier pour n infiniment grand tel que ne est infiniment petit on a, en posant
T = °To, Ty ~ T et Yy, ~ e(z).

Autrement dit, I'orbite de (:L'o,yo) entre dans le halo de la courbe y = e(z) &
I’abscisse d’entrée z,. = °z( et longe cette courbe tant que z, est négatif.

4.2 On peut se demander ce qu’il advient lorsque le “parametre” z traverse la valeur
de bifurcation z = 0, ce qui correspond au diagramme de bifurcation dynamique.
On peut montrer ([1], [3]) qu’il se passe un phénoméne de retard a la bifurcation:
lorbite d’un point limité (zo, yo), avec ro appréciablement négatif, continue a longer
la courbe y = e(z) sur une portion appréciable de sa partie répulsive; de plus on
a localement une relation entrée-sortie symétrique: si |:r0| est suffisamment petit
P’orbite du point (zo,yo) entre dans le halo de la courbe y = e(z) a l’abscisse
ze = %29 et en sort a I’abscisse symétrique z, = —z..

Si lon s’intéresse au probleme d’un point de vue global, on observe un
phénomeéne de butée en —7 et m:

L’orbite d’un point limité (zo,yo) avec zg K —7 et yo # e(zo) entre dans

le halo de la courbe y = e(z) a I’abscisse z¢ et en sort & I’abscisse .

Par contraposée une orbite {(zn, yn) }nEZ quittant le halo de la courbe y = e(z)
a une abscisse appréciablement supérieure a 7 est nécessairement entrée a I’abscisse
—T.

Pour expliquer ce phénomeéne de butée on peut utiliser les résultats du para-

graphe 3 en les appliquant & des fonctions invariantes par le systéme (S), c’est-a-dire
des fonctions solutions de I’équation aux différences

o(a +¢) = 1 - exp(e) p(a)

L’intérét de ces fonctions invariantes est de structurer toute la dynamique du
systéme discret (S). En effet 1’écart entre une orbite discréte et une fonction invari-
ante w, = y, — @(z,) est solution de I’équation homogene w,41 = —exp(z,) wn
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dont 1’étude est beaucoup plus facile: la loupe de Benoit Z = ¢ Log|w| raméne a
Zn41 = Zn+€xy; 0on en déduit Z, = Zp+¢ Z::ol z;i~ Zo+ f;}" z dz ce qui conduit
a la relation entrée-sortie symétrique pour l'inconnue w.

Les deux fonctions suivantes sont invariantes par (S):

f(2) = Y (-1 explana)ex (- L2 EL)

n>0

() = Y (-1 exp(-nz)exp (- 2221

n>1

En les considérant comme fonctions de C dans C, le théoréme 3.8 appliqué au
cas a = 2 nous permet d’affirmer que ces deux fonctions sont infiniment proches
I’une de ’autre dans le S-intérieur des carrés C,, de sommets —m + 2niw, T + 2nir,
(2n = 1)im et (2n + 1)ir.

En effet en posant ¢ = exp(e/2), z = exp(z + iw — £/2) et en définissant f; par
fi1(z) = f(z), on obtient

OED I o
n>0
qui est infiniment proche de 1/(1 — 2) lorsque z est dans S¢,, c’ést-a-dire lorsque z
est appréciablement dans la partie gauche de la bande —7 < Sz < 7 délimitée par les
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deux droites Rexp (%) + et Rexp(—) + 7 +i7; en posant v = exp(—z +i7+¢/2)
et en définissant g; par g1(v) = g(z), on obtient

gv)==-> g™

n>0

qui est infiniment proche de 1 — 1/(1 —v) = 1/(1 — (1/v)) lorsque v est dans S¢s,
c’ést-a-dire lorsque z est appréciablement dans la partie droite de la bande 0 < Sz <
27 délimitée par les deux droites Rexp () — 7 et Rexp(—) + ir — .

Une expérimentation numérique montre que cette région est optimale: il n’existe
pas de point limité appréciablement & ’extérieur de ces carrés dans le halo duquel
les deux fonctions soient infiniment proches.
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