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ABSTRACT
This paper is devoted to the study of the semi-L,, B spaces, which coincide with
the semi-LB spaces defined by Valdivia when p = 1. We give new results
in localization and lifting. We study the relation between the class of semi-
L,B spaces and the class of webbed spaces. Finally, we obtain localization
theorems without any convexity assumptions.

i. Preliminares

Las definiciones y resultados clementales, as{ como la notacién, pueden encontrarse
en [4] con la salvedad de que, por comodidad, hemos tomado la definicién de
p-seminorma de [2].

Siguiendo a De Wilde [3], una sucesion (A,)3%, de subconjuntos de un espacio
vectorial £ se dice que es completante si existe una sucesién de escalares posilivos
(An), tal que si 2, € Ay, ¥ 51 0 < |pn]| < Ap. iy €. 0 € N, la serie

0

N

2, Hnin

n=1I

s conve l'g(![lt(!.

Este trabajo es parte de la tesis doctoral del autor realizada bajo la direccién del Profesor
Valdivia
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170 FERNANDEZ

Llamaremos red en un espacio vectorial topoldgico I a una familia de subcon-
juntos de I,

A ——— r . 9 7y >’y 'y |
W= { Sy Mg ey S T T, TR, € N}

que cumple las siguientes condiciones:

(i) = U{C, : n € N}.

. v ] . " —

(”) C’TI1|,7TI.2,...,TI7" = U{(-’ni,1,1n2,...,771,,, s S E N} n=12...

Diremos que la red cs absolutamente p-convexa si los conjuntos que la definen
lo son. La red es completante si para cada sucesién de enteros positivos (my),
Cos o m. )72 08 una sucesion completante. Sila red es absolutamente p-convexa

1312, My Jn=]
v si la sucesion (Ay,) se puede escoger de manera que la serie

e8]
——

_>__, HnTn

n=p

converge hacia un elemento de Chy | im,,... m,-,+ la Ted se llama p-cstricta.

Un espacio £ es tolalmente p-tonelado [7] si dada una sucesién de subespacios
que cubre £, (£,,), existe un entero positivo n tal que F, es p-tonclado y su clasura
en f7 tiene codimensién fivita, o equivalentemente si dada una red en I,

d

, . , ) .
W= {(.,.,,“_,.,l,h___'.,,,_" N, My, My, ..., My, € N},

existe una sucesién de enleros positivos (ng) tal que En| . ne = LIN(Cryingyiini )
es p-tonelado y su clausura en £ tiene codimensidn finita.

1. Subconjuntos absolutamenie p-convexos

Dedicamos este apartado al estudio de algunas propiedades de los subconjuntos
absolutamente p-convexos.

— ¢ 1 g
L. £yoposicicn

Sea (A,) una sucesion de p-discos de Banach en un espacio I localmente
p-convexo. Si para cada sucesion en F, (zy), tal que z, € Ap, n = 1,2,..., ex-
iste un p-disco de Banach I3 en F tal que 2, € B, n = 1,2,..., entonces cxiste un
p-disco de Banach D en E tal que A,, CD,n=1,2,....
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iin la p-norma del p-espacio de Banach F4 , n = 1,2,..

Demostracién. Sea ||---i
Consideremos el espacio vectorial I de las sucesiones (2,) de F tales que o, € Fy,

Y
oG

;.
37 el < oo,

n=1

con la p-norma

1 - “2‘: o
i)l = ) [l ln-

n=1

De la completitud de cada t4, se sigue qne (F,|| - ||) es un p-espacio de Banach,

cuya bola unidad cerrada denotaremos por Al
idados (2,,) en Iy un entero positivo m hacemos
! 1
: $i Xy £ 0
Uy = é ’ 2|I.’I,'m||m
% .
10 s$i o, = 0.

Se tiene que a2z, € Ay, m = 1,2,..., y por Ltanto existe un p-disco de Banach
en I tal que para cada n, a,z, € B. Puesto que la sucesién de ndmeros reales

positivos (1/a,) € (,, la serie
oC

‘f\ YA
7= ) 2| znlln anen

n=1 n=1\

Asi pues, la inyeccién J : M — F dada por

CONVerge cn iV, v, por tanto, en I,
¢
J\(xry)) = >
](( H.)) L. In
n=i

esta bien definida. Ponemos D = J(M).
n € N} es un acotado de £. Entonces si I/ es un

E! conjunto A := {4, :
entorno del origen en F/, absolutamente convexo y cerrado, existe un entero positivo

g tal que A ostd contenido en qU. Tomamos (y,) € M y ponemos
1
sign #0

!
br,. = { {/ Q{iyn”u
i Yn = 01

0
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luego by, € A, para cada entero positivo n v por lo tamto. by, € g/, n = 1.2.. ...
Al ser qU absolutamente convexo v cerrado y, como (1/b,) € £, resulta que

X

>y € 2L

n- 1

Luego D C 2ql . de aqui que 1) sca un subeonjunto acotado de F2. Como J + 1 =~ iy
es continuwa y abierta. I es un p-espacio de Banach. es decir, D es un p-disco de
Banach.

Por dltimo si j es un entero positivo ¥ x5 € A, denotamos por (z,) ¢l vector
de I cuyas coordenadas son todas cero exceplo la j-ésima que es 2. Fntonces
iz ) == laj]| < 1L elaramente J((2,)) == 25 ¥, por tanto, D contiene a A;. O

Sea M oun subconjunto acotado en un espacio localmente p-convexo Iy I3 su
envoltura absolutamente p-convexa. Llamamos envoltura absolutamente p-convexa
v localmente cerrada de M al conjunto de los vectores de E que son limites en E de
sucesiones de Cauchy en I contenidas en 13,

Sea (x,) una sucesion en un espacio lotalmente p-convexo I de mancra que
existe una sucesion de enteros positivos my < my < --- < mj < --- tal que cada
subsucesion (xy,,) con nj > mj. j = 1.2,... estd contenida en un p-disco de Ba-
nach de FE. 5i A es la envoltura absolutamente p-convexa y localmente cerrada
de {zy,22....,2
p-toncelado.

..}, entonces & es un conjunto acotado y Iy es totalmente

-

Demostracion  Claramente {@),29....} ¢s un subconjunto acotado de F. Si B es
su envoltura absolutamente p-convexa, se tiene que la clausura de # en K4 coincide
con A.

Qe Al e APl PV Al nhre . - "

Sea (F,) una sucesion de subespacios de L4 que cubre este espacio y denotemos
poi ¥y, la envoltura lineal de F, U {z;.22....,25,...}, n = 1,2,.... Supongamos
que L5 no es p-ionelado para cada entere positivo n. Hallamos un p-tonel U, en I,
que no es entorno del origen. Sea

Pra<pra <. -<papg<pPrp-1<:--<pPu-1z2<ppt <--°

cuyos términos son todos los de la sucesién (m,). Tomamos un entero positivo
ny, > pry de forma que xp,) no esté en 7). Dado un entero positivo j, supongamos
que hemos obtenido el entero positivo nj . lallamos los enteros

Nyt < Mo << Njg < Nj1 < Njg1
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tales que

. F 2 I .
nyj41 > Njte Mrj—r4a > Drj—rt2s Ty EG+ DU, r=1.2.....

Entonces existe un p-disco de Banach D en I tal que 2y, € D.d,7 = 1,2, la
sucesion

77‘1_].’1"-,‘,4_'" . y
converge al origen en Epy y también en Fp. Para simplificar la notacidn escribiremos
wij on lugar de @, . La envoltura absolutamente p-convexa y cerrada en Ly del
conjunto de los términos de dicha sucesidn es un compacto en Kp que coincide con:

X5

wigray €Xod =120 2: lai P <13
;
’

e

=1

Fijemos a;; € K. 7,5 = 1.2...., tal que

>
2 laigP <1,
i.j==1 :

y denotemos por || -1} la p-norma en Fj;. se tiene que

=l 1 ” o
2. ’“x.,; S Tl < 2 I(’-z._,rl ”-lz._';”:
ij=1 ' It igj=1L
de modo que la serie
o0
M ]
a; jirij

converge en I v es el limite en E de una sucesidn de Cauchy en g, contenida en I3,
lo que nos permite afirmar que A7 C A y, por tanto, la inyeccidn de Eyr en F 4 os
continua. F iy es un p-espacio de Banach, por tanto es totalmente p-tonelado, luego
existe un entero positivo & tal que #ar N Fi es p-tonelado con la topologia inducida
por Fyg. Pero Up N Ey s un p-tonel en Ea 0 Fy, porlo que M C U N Py, en
particular, {'x absorbe el conjunto

1
giiti, =12 ...
{H-j--'ll"" pIm A }

en contra de que a;j ¢ (k47 1) 0% j=1.2,....
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Entonces existe un entero positivo s tal que I, es p-tonelado. Como I, ¢s un
subespacio de codimensién nuinerable de Fy, 75 es p-tonelado. Si £ es la clausura
de 5 en Iy vy Gy oes la envoltura lineal de Iy N FyU {21, 22,...,2,}, Gy es cerrado
en F,. La sucesién ((7.) es creciente v cubre el espacio p-tonelado, p-normado I,
enfonces de acuerdo con [1]. existe un entero positivo k tal que G es entorno
del origen en Fy ¥, por tanto. () = F,. Entonces el subespacio cerrado de F 4,
s U{apoaqa. . ok}, contiene a F,. de aqui que coincida con 154, Por tanto, [
tiene codimension finita en F4. U

(PA)

3. Froposicidin

Sea A un subconjunto absolutamente p-convexo y acotado en un espacio local-
mente p-convexo I5. Sca (A,) una sucesion estriclamente decreciente de escalares
positivos tal que

=A< 1.
Si para cada sucesion (r,) de A. la serie
fo )
J . Anky
n=1

converge cn I. a un punto de /A, entonces A es un p-disco de Banach.

Demostracion. Sca (x,) una sucesién de Cauchy en /4 contenida en 27141 A, Pode-
mos hallar una sucesién estrictamente creciente de enteros positivos (ng) de manera
que

|2n, — 2y el < /\ZH., E=1,2,...,

siendo || - Y la p-norma en I2,4. Ponemos
-1, v = A=Yz - .
= ’\1 Tnys Yy; = (-'lrn, - -7"1‘:._,-+1)7 J=23...,

entonces y, € A, y, por tanto, la serie

7., Aili

Jj=1
converge ¢n I a un punto z de A. Entonces (z,,) converge a z en K. Si B es
la envoltura Jocalmente cerrada de 27'A\; A, iy es un p-cspacio de Banach, pero
27"\ A C B C #,luego 4 os un p-disco de Banach. O
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2. Sucesiones B-completantes

Fn esta scccidén B serd una familia de p-discos de Banach en un espacio vectorial I,
que cubre [y que estd dirigido por inclusion. Siguiendo a Valdivia [7], una sucesién
(A1) de subconjuntos de I es B-completante si es decreciente y existe una sucesion
(Ax) de niimeros positivos tal que, dados 0 < pix < Ag, ¥ 2 € Ag. oxiste un B € B
de modo que 2 € Py, k= 1.20...0 v la serie

[¥9)
} e
k-.t

converge en Fy. Como consecuencia de [5. teorema 2], podemos tomar A = 2-1ry
0 < |kl € Ap. Ademds es trivial que si vy, v9,... 0 € F. la sucesion

{l:l.,lf-z.....,'n,,} U Ao, ey

es B-completante. Se sigue entonces de [8] que si (Ax) es B-completante y si A es
numerable con A ~ Ag finito para todo k, la sucesién By definida por
B =T1,(AU Ap). k=12....
¢s B-completante.
Una sucesién (P,) de subconjuntos de I es B-estricta si es B-completante, P, es
absolutamente p-convexo para n = 1,2,....y dada una sucesion cualquiera de F,
(£n), tal que 2, € P, para n = 1,2,.... existe un B3 en B tal que (a,) C B.y, para

cada m = 1,2..... la seric
oG

|

; — 'y .
/o olon m4n—1
n=1 2

converge en Fpy a un vector que pertencce a P,.
Si (P.) es una sucesion B-completante de subconjuntos absolutamente
p-convexos. la sucesion (Q,) definida como sigue:
{ 1
@Qn =<
i
N\

e o]
S =i € Poyj. J=12,...
. Yonti-t FECR ntj—1: ]
1
es 3-estricta y ademds 2P P, C Q.

Dada una sucesién B-esiricta (Py,), denotaremos por P™ la envollura lineal de

P,y por
].'(P") = n{l’n ne N}

El espacio vectorial ™) lo supondremos dotado de la topologfa localinente
p-convexa que ticne a {r"' (r.n Al ”")) S N} como sistema fundamental de
entornos del origen. De acuerdo con [3]. () es un (1)-espacio localmente p-
convexo. Puesto que B estd dirigida por inclusion. es fdcil comprobar que la grifica
de la inyeccién candnica de F(™) on F es cerrada en 1) ¢ 1y, para cada I3 € B.

.
1l
L R
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Secan (P,) una sucesion B-csiricta en un espacio vectorial 'y {1 :1 € T} una
familia de aplicaciones lincales de un subespacio G de un espacio vectorial topolégico
metrizable IS en I, de mancra que:

(i) Para cada i € I, y cada I3 € B, la grdfica de Iy corta a IV X Fg en un
subespacio cerrado.

(ii) Para cada n = 1,2,..., la clausura A, de

Ry o= (W17 (Pa) i€ 1}

en 1Y os un entorno del origen es este espacio.
Entonces el interior de M, en I) estd contenido en Ry, paran = 1,2,....

Demostracion. Fijemos un entero positivo r. Tomemos un punto z de M. Podemos
. 1/, v .
encontrar un A > 1 tal que AYPz € AM,.. Sea {B, :n € N} un sistema fundamental
de entornos del origen en K, de mancra que By, C Myym, m = 1,2,.... Tomamos
xz7 en R, tal que
A-1
P 4
YL = e — z) € 5
Procedemos por recurrencia y suponemos que para un entero positivo m hemos
obtenido

By.

JA—1
Ym € ( TH- Brr;.-

&y
ZII

Hallamos un z,,4) € Rpyp tal que

A—1 =1
Ym+1 = Ym — { W Lon 1 € v W Brr..-{-l .

La sucesion (y,) converge al origen en £, y ademads

A—-1 [A—1
Yn = {'/X.'L' — I — \F —22— €Ly = e — I\’ T.’I.',“

asi que en ¢l espacio I,

e 17-4_"\__17._{_ J'u,,.+
a7 S e I BT W

Fijemos 7 € I, para cada entero positivo 5, Tix; € Pryj—1. Hacemos

721 =0, zZ; = Tixj. j 22,
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entonces z; € o pjo1 para j = 1.2..... v por tanlo, existe B € B tal que z; € I
para j -~ 1,2,....y ademads la serie

o

l xR l
-.\—‘ § Y -~ ’I‘

p —_—Z; = — I
AT T _2 i A
E J I J
j=1 \/Z j=2 2

converge en I a un clemento u € P, Como la gréfica de 15 es cerrada en L' X ;.

e - ay

"

de donde se sigue que

\’/X—I——l (\'/X'l',;:lr - 'I"!-:z.'l) =u,

y como . es absolutamente p-convexo.

=t AL 1
EEAN TN 78

lo que termina la prucba. O

En la siguionte proposicién consideraremnos una aplicacion lineal T' de un espa-
cio vectorial I sobre un espacio localmente p-convexo metrizable. Veremos que bajo
ciertas condiciones os posible levantar sucesiones convergentes y conjuntos precom-
paclos.

- 3, Lt
4. FProposinsn

Sca (Sn) una sucesion B-estricta en un espacio vectorial F'. Sea T una aplicacion
lincal de un subespacio il de i sobre un espacio localmente p-convexo melrizable
Y, de manera que la grédfica de T corta a Fp % I en un subespacio cerrado, para
cada B € B, y la clausura de T(S, 0 17) en I. es un entorno del origen para todo
n=1,2,.... Entonces:

(i) Si (zy) es una sucesién en £ que converge al origen, existen un B € B y
una sucesién (u,) en BN I, que converge al origen en Fy, tal que T'u, = z, para
n=12...

(ii) Si P es un subconjunto precompacto de LV, existen un B € B y un subcon-
junto M precompacto de Fp. contenido en BN II, de modo que T'(M) = P.

(iii) Si (yn) es una sucesion de Cauchy en E, existen un I3 € B y una sucesion
(vn) en BN I, convergente en I'g, tal que T'v, = y, paran =" v 2. ...
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Demostracion. Para cada I3 de B. T H0)N Fy es un subespacio cerrado de My
v.oen consecuencia. si denotamos por € la aplicacién candnica cocienle de F sobre
F/ker T, de tiene que {®(B) : 3 € B} es una familia de p-discos de Banach en
F/ ker ', que cubre este espacio y que estd dirigida por inclusion. Sea S la aplicacion
lincal de I en F/ker T tal que I' = §' o ®. Entonces la grifica de S corta a
Fosx (B[ ker )y en un subespacio cerrado para cada 3 de B. Iis obvio que la
familia (¢(.5,)) ¢s una sucesién ®(B)- completante.

Tomemos ahora una sucesion (z,) en 1/ kerT" tal que z, € ®(S5,), para
n - 1.2..... Podemos determinar t, en S, de manera que I'(t,) = z, para
no=1.2..... Al ser (9,) Bestricta. existe un 3 € B tal que {, € B para lodo

n. v la serie
o0

b —_
/ « on m+n—1
n—1

converge en My oa un vector de S,,. para m — 1.2..... Fntonces z, € B(13) para
n=1.2...., ¥ laseric

S [
L, _r—’T Tm+n -1
n=I 2

converge en (F'/ker T)qg(3) a un vector de ${S,,). Como cada ®(S,,) es absoluta-
mente p-convexo. (9(.5,,)) es una sucesién ¢(B)-estricta.

Pasamos a demostrar ahora las tres afirmaciones del enunciado.

(i) Al ser (z,) una sucesién nula en un espacio vectorial topologico metri-
zable, podemos tomar una sucesion de escalares (An) que diverge a +oc, A, > 1,
n = 1,2...., de manera que (Ayzy) converge al origen en £. Dado un entero po-
sitivo &, existe sélo nna cantidad finita de elementos de (Anen) que no estdn en
T(Se NI y por tanto, podemos hallar una sucesién (wyn) en I con Tw, = A,y
para n = 1,2,.... de modo que si R es el conjunto formado por los téeminos de la
sucesion (), ¢l conjunto R ~ 5, s finito para todo n. Basta hacer u, = /\,;lurn
para obfener una sucesién que cumpla (i).

(ii) Por [7], si P es precompacto en [, podemos determinar una sucesion ()
nula en £ tal que su envoltura absolutamente p-convexa y cerrada contenga a 2177 p,
Sean 3y (u,) el elemento de B y la sucesién en BN Il que podemos determinar
de acuerdo con (i). Si D es la envoltura absolutamente p-convexa y cerrada de
{2="Pu, 1 n € i} en 'y, D es un compacto en Fy ¥, por tanto, (D) es un
compacto en (I'/ ker T)gpy- Como la grifica de S corta a cada £ x (F/ ker T)¢( 1)
en un cerrado, S7'(®(D)) es cerrado en E, v, por tanto, contiene a P. Si ponemos
M = 1T7Y(P)n D, obtencmos (ii).
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(iif) Sea (yn) uwina sucesion de Cauchy en L. Ll conjunto {6'/Py, : n € N} es
un precompacto en b, y. por tanto. existen un 3 en By una sucesién precompacta
(wy) en Fp. contenida en B0 I, tal que Tw,, = 6'/Py, para n — 1,2..... Scan

z v z dos puntos adherentes de (w,) en Fp. Fxisten dos subsucesiones (u)) y

(w?) que convergen a z v zo respoctivamente. La sucesion (Tw) —Twk) converge al
origen en F'y la grifica de S corta al p-cspacio de Banach E x (I7/ kerT)g(y) en un
cerrado para cada I € B, luego @(z) = ®(2), de donde se deduce que (@(w, — 2))
converge al origen en (F/ ker 1)) Es claro que w, —z G 3718 y 2 € 2Y/P 13 para
n o= 1.2..... Entonces existe una sucesion (1,) en Iy que converge al origen y tal
que

®(t,) = ¢(w, — z), I, €1'/rp, n=1.2,....

Ahora ponemos
va = (1/6)1/71, 4- 6172,

y resulla que

Yy entonces ]
Tey=5"odv, =5 "((1/6"P) 01, +6'/7dz,).

Claramente (v,) converge en Iy estd contenida en B NI lo que termina la
demostracion. O

3. Espacios semi-L,,B

Nos ocuparersos en esta seccidn de definir los espacios semi-L,13 y de estudiar sus
propiedades. Cuando p = 1, dichos espacios coinciden con los introducidos por
Valdivia [9].

DErixicion. Una representacion semi-L,B en un espacio vectorial I7 ¢s una familia
de p-discos de Banach {4, : a € N™}, que cumple las dos siguientes condiciones:

() F = U{A(,, co e NN}

(ii) Si (mp) es una sucesién semiestacionaria de N™, existe un o de N tal gue
Aq, es1d contenido en A, paran = 1,2,....

Si I' es un espacio localmente p-convexo, la anterior familia diremos que es una
representacion semi-L,B de I, si cada p-disco de Banach A, es un subconjunto
acotado de F. Iln tal caso diremos que / es un espacio semi-L,B.
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Como en ¢l caso de los espacios semi-LB [9], los espacios semi-L,B son estables
por cocientes, productos y suinas directas numerables, y en consecuencia por [{mites
inductivos numerables, ¥ por subespacios corrados.

Sia = (a,) € NN, pondremos

ARzt U {;\,3 :3eNN b, =a,, n= 1,2,...}.

A partiv de este momento B serd la familia de todos los p-discos de Banach de F.

2 Freposicidn
" ! e P -’ 5
Sta = (a,) € NN, (A%192-2rY 05 una sucesion B-completante.

Demostracién. Sea oA un subconjunto numerable de F tal que A ~ A%122:% og finito
para cada entero positivo r. Podemos hallar una sucesion (B,) de subconjuntos
linitos. no vacios de I, tal que

) 1

A~ A" By,
Doy CcAM2-n 0 op=1,2,...

Ac|{BaineN}, n=1,2,....

Para cada entero positivo n, sca q, ¢l nimero de elementos de B,,. Todemos
hallar ¢,, clementos de NN, an, =(an, ). j=1,2,...,q,, de mancra que

Un;.i =, i=1L2,...,n-1,j=1,2,....q,,
J’J',,,CU{Ar,"J_.,jz1,‘2,...,(],,}, n=1,2,....
La sucesién
Q|‘].,LY|‘2,....,(1!|‘q|,02_|,...61!2‘7.2.,...

es semiestacionaria y, por tanto, existe B en B tal que
Ag,, C 3, J=12,....q0, n=1,2,...,

y entonces A C 3.

Dado a = (an) € NN, denotamos por (Aq ) la sucesién B-estricta asociada a
la sucesién B-completante (Tp(A%1%2+4n)). Tl espacio F(4«n) 1o representaremos
por Iy, y diremos que {(l",l,ic,) Ta € NN} es la familia de (F)-espacios localmente
p-convexos asociada a {Aa 0 € NN}. 0
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%, Teorema

Sea I un espacio con semi L, 3 representacion {.ll(, 10 € NN}, cuya lamilia de
(I)-espacios asociada os { lyia e NN } Sea’l un aplicacién lincal de un subespacio
denso G de un espacio localmente p convexo F. Si (¢ es totalmente p-tonelado v la
grdfica de’l” es corrada en I x I, entonces 1 coincide con (0 v existe uu 3 € NN (al
que Fs contiene a T(Eyy 1 ¢ L(FE 1),

Demostracion. Supongamos en primer lugar que 1 es invectiva. Como la familia
& : ] )
-1 Lpdbo., by I } 1
{I (A2 ‘;:-n.hl,.)z....,‘;.,,EI\}

es una red en GLopodemos oblener un o en NN de modo que, si (5 es la envoltura
Hneal de T T( A2 Uy o (. (/) es plonclado y su clausura en ¢ tiene codi-
mension finita para j - 1,2....0 Sea (M) una sucesion de subconjuntos finitos de
G ales que

”, C .[ ..I('_‘u;.ag.....u,..| )-. 7 2 2.

v la envoltura absolutamente p-convexa v corrada en (4 de

(U{.‘.I.,- 1 <j< n}) uT-! (At

es un entorno del origen paran = 1.2..... Si

D= J{1(30;) 1§ € N},

es inmediato que D es numerable ¥ que D) ~ A% 492-% o5 finito, para n = 1,2,....
Para cada entero positivo n, sea I, la envoltura absolutamente p-convexa de D U
A#raz=an - La sucesion (P,) es B-completante. Si (Q,) es la sucesién B-estricla,
asociada a (P,). la clausura en K de T71(Q,.) es un entorno del origen en K para
cada n en N,

Como la grifica de T es cerrada, podemos tomar en I una topologfa localmente
p-convexa 7, menos fina que la original. de manera que T': G — (F,7) es continua.
Si V es un entorno cerrado del origen en (F.7). enconframos un cntero positivo k
tal que £~1Q, V. Por tanto

—_—(

E7NT=1(Qy) " c 1N(V),

v en consecuencia

{/.:-- "TET0.) ke N}
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ia localmente
p-convexa metrizable @ menos fina que la original. Ademds 1™ es una aplicacién lineal
continua de (G.o) en {F.7). Aplicamos 2.1 v obtenemos que

s un sistema fundamental de entornos del origen en (4 para una topol

T @) 1 (Qw)
de donde se sigue que T(G) ¢ F@4) v 7 es continua entre esos dos espacios, enlonces
s continua cuando se considera (4 con la topologia original. Sea 7' : 1 — p(@n) 1y
extension lincal vy continua de 7 a £, Como la grafica de 7" os corrada en 15 x 1@~
=,

Sea J la inyeccion candnica de F(@) on . Como F(@) o metrizable v com-
pleto. podemos determinar una sucesion de enteros positivos (my) de modo que
ST (AT meemay sen de segunda categorfa en F(@4) | Denotemos por 3 la sucesidn
(my). La sucesion (A3.,.) os B-estricta v si (', es la clausura de la imagen reciproca
por 1" de Ag,. Uy es un entorno del origen en 122 Por 2.1 el interior de U, estd
contenido en 771(.4;.,), de donde T ¢ L(F. I3). [

Sea 1 un espacio totalmente p-tonelado. Si I ¢s un espacio serii- L,B entonces
v es un (F)-espacio. :

. Torolaric

Sca I el limite inductivo de una familia de cspacios totalmente p-tonelados.
Si E es un espacio semi-L, 13, entonces IS ¢s un Iimite inductivo de una familia de
(I')-espacios.

) —~ - -,
O, L2OIE0NE

Sea I" un espacio con represenlacion semi-L,B {A, : a € NN}. Sea T una
aplicacién de un subespacio H de I sobre un espacio totalmente p-tonelado k. Sila
grdlica de 7" es cerrada en I'x I, entonces existe una topologia localmente p-convexa
metrizable T sobre I), menos fina que la original, que cumple:

(i) T : 1l — (E.7) es abicrta.

(ii) Si (xy,) es una sucesién en (F,7) que converge al origen, existen un 3 € NN
Y una sucesion (u,) en Ag N IT que converge al origen en F Ags tal que Tuy, = 2,
paran=1.2,....

(iii}) Si P es un subconjunto precompacto de (F,7), existen un 3 ¢ NN y un
subconjunto precompacto M en Fa, . contenido en A3N 1T, de modo que 'l (M) = P.

(iv) Si (yn) es una sucesion de Cauchy en (E,7), existen un 3 € NN ¥ una
sucesién (v,) convergente en Fu,. contenida en Ay N I, 1al que Te, = y, para
n—=12...
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Demostracion. Razonando como en anteriores ocasiones obtenemos una sucesion
(1) que es estricta para la lamilia B — {.--l,, ca e NN } de modo que la clausura,
de T(Re 0 ) en E es un entorno del origen.

El micleo de 7" es un subespacio cerrado de /. Sea ® la aplicacién candnica
cociente de I sobre F/ker Ty S la aplicacion inyectiva de /£ en F/ker T tal que
I'=S5"od. Lagrlica de S es cerrada en E 3¢ (F/ ker T, Jo que nos permite tomar
una topologia localmente p-convexa y metrizable en L', menos fina que la original,
que ticne a

{n_'mmﬁ tn € N}

como base de entornos. Resulta que 1" : [l — (I5,7) es abierta y basta aplicar 2.2.

O

4 [Espacios con red p-estricia

Supongamos que I es un espacio localmente p-convexo con una red p-estricta W.
. .
Para cada o € N™. ponemos

nlpen L P
"1'.:. = {2 /v S myg.e.my, - 1 € r\} .

e acuerdo con [3]. {1, : @ € NN} es una [amilia de p-discos de Banach de F que
[ 1la

cubre Fy tal que si (a,) es semiestacionaria existe un p-disco de Banach tal que

Aa, CDB,paran=1,2,....

1. Propesicidy

Sea B la familia de todos los p-discos de Banach de un espacio localmente
p-convexo I'. Sca {A ol € NN} una familia de p-discos de Banach que cumple las
dos siguientes condiciones:

(i) F=U{da:0 € NN},

(i) Si (n) es una sucesién semiecstacionaria de NN, existe un B € B tal que
Ag, estd contenido en B, paran =1,2.....
Fntonces si A es un subconjunto absolutamente p-convexo y acotado de I tal que
F4 cs totalmente p-tonelado, A estd contenido en un p-disco de Banach de F.

Demostracién. La inycecion canénica J de Iy en I es continua, asi que su grafica
corta a F4 3 Fi en un cerrado para cada B de B. Por 3.3 existe un 8 en AM tal
que J(I'4) C Fg v J es continua entre esos dos espacios. Al ser I3 un (I)-espacio
localmente p-convexo, existe un p-disco de Banach I3 en Fy que contienc a A. Pero
B es también un p-disco de Banach en 5. O
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2. Tecrema

Si k es un espacio con red p-estricta, entonces F es un espacio semi-L,B.

Demostracién. Dado o € NN, ponemos a” == (az,..;) v denotamos por 1, o
conjunto

B, = ﬂ {“‘.Zn (-"‘m' N C'n..11;;.....(;2,;..1:)}

siendo 1, el (I)-espacio asociado a la sucesion B-estricta, (Cayayyang_y )+ Clara-
mente 3, s un p-disco de Banach de F. Veamos que {A(, Te € NN} Cs$ una repre-
sentacion semi-T, B3 de /. Dado un vector cualquicra z de I, hallamos un b = ()
tal que @ € Ag. Sea g = {¢,) de mancra que

Con_g == by, Con =1, paran=1,2,....

Entonces 3 =" v 2 € A5 C B., luego la familia {Uu. T € NN} cubre F.
Sea aj = (ajn), 7 = 1,2,..., una sucesién semicstacionaria en NN, Fncon-
tramos un entero positivo my tal que
Uyl = 0, para j=my.m;+1,....
Procedemos por recurrencia y suponemos que para un entero positivo h, hemos
obtenido el enetro positivo my. Determinamos un nimero entero Mmpy1 > my de
manera que

Uy oy 2h51 = G5 2%h41, para j = mpy1,Mpeq + 1,....

PPara cada j, tomamos un z; en B,,. Elegimos una subsucesidn (z5,) de (x;), con
la. condicidén
nj > mj, para j = 1,2,....

Sea 3 = (by,) con

by = @, 2n-1, paran=1,2,....

i

Para cada par de enteros positivos h < j se tiene que

- A
.I,.,‘,‘, € -Bm,,J C a'l'lj.zh,(-’q"j'],l‘l,,J_;_;,....!l",."gh_]

= lp; .2h,C

1
“Qmq.1 1011!2,.",----uavnh 2h -1

Y
= a'l‘l,, 2h C”)i .’.)'__).....b,, .
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Ponemos M, para la envoltura absolutamente p-convexa de

] ) . .
{——.’1:.,,,. 1] = _I,z.,...,m.} UCh bgunibm

a njy2j

obteniendo asi una sucesion B-completante.  Iiscribimos (/%) para la sucesion
B-estricta asociada. Obviamente z,; € FU) . Veamos que P = {z,; : j € N}
es un acotado de F(). Tijemos un entero positivo 7. Como la sucesién (a,) s
semicstacionaria, existe b > 0 tal que

ay; 20 < b, para j = 1,2.....

Entonces

Zn, € 0Ch) bauby s para j=r,r+1,...,

v, por tanto, P, absorbe P. Consccuentemente, P estd contenido en un p-disco de Ba-
nach en dicho espacio y. por tanto, en . Por 1.4, si A es la envoltura absolutamente
p-convexa y localmente cerrada en [/ del conjunto @ = {Z1,Z2y Ty}, Ao
acotado y F4 es totalmente p-tonclado. De 1 se sigue que @ estd contenido en un
p-disco de Banach de [ tal que B,, C B8 para j = 1,2,.... La inyecciéon Fpp — I
es continua y, por tanto, existe v = (e,) en N™ tal que B es acotado en F,. Pero

entonces, existe una sucesion de enteros positivos (dy,) de modo que

BC [ {dn (£, N Ceye.cn) i1 €N}
Si n = (e,) es el clemento de NN 1al que

Cop = gy, Cona1 = Cns paran =1.2,...,

d

se tiene que B,, C Iy, paraj = 1,2,.... lo que demuestra que {]J’a o€ NM} es

una representacion semi-L,B de . [J
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5. Localizacidén en espacios con red

Sea (Ax)7Z, una sucesién completante en un espacio vectorial topolégico (F,1),
en la que cada Ay es equilibrado. Seca (p,) la sucesidn creciente de los nimeros
primos. Por induccidén vamos a delinir una sucesién doble de niimeros naturales
(dyn,m) cumpliendo las siguientes condiciones:

(i) dugr,np+1 > Ay ni4q Dara cualesquicra n.k €Ny ng = Zj’zl 9

(ii) (,l,‘,,+1=,l_ > (1.,,,‘2
(1”) ‘l-n.,'m, < d'n,,n'n.+'!
(iv) el k-ésimo elemento del conjunto {dpm :m ¢ N, n > g+ 1} es mayor que

d, 1 para cualesquicra naturales k v q.
1 1 A

Empezamos tomando ny = 142 clementos de la primera fila, dy ) = 2, dy o -+ 22,
dis 2, v ng = | de la segunda dyy = 33, Los d; j asi definidos cumplen (i). (ii),
(iii). Supongamos que para un entero positivo & tenemos construidos

dl.l-.di,'z-.----.(ll,'nk

da,daa, ... dom,_,

diea,de, dies
diyy

siendo d,. ; potencia de p, y cumpliendo (i), (i), (iii). Determinamos d; ,, 41, poten-
cia de p; mayor que max{d; n,,,_, : 1 <i < k+1} yclegimos dy py 44, 2 < < 20
todos cllos potencias de p; cumpliendo (iii). Tomamos ahora d2 ,,_,+1 como una
potencia de p» mayor que

max ({dimy o, 21 <<+ 11U {di ey })-

Elegimos da,n,_,+is 2 < i < 2F, todos ellos potencias de py cumpliendo (ii). Pro-
cediendo de este modo, tomamos di41,2 como una potencia de pryy que sea mayor
que max{d; n,,.

2=

:2 < i<k} y determinamos diy g 3. potencia de pryq mayor que
di41,2. Finalmente dr42.1 serd una potencia mayor que dgy 3.

La sucesiéon construida de este modo cumple (1), (it), (iii). Tin cuanto a (iv

15 A A

bastara hacer la comprobacion para ¢ = 1.

Dado k € N, existe m € N*" tal que ny < k < npgr, s decir, dyx ha

+1, d '

sido construido en ¢l (m + 1)-8simo paso de induccion. Tl k-ésimo clemento de
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{dij:j €N, 1> 2} es el construido en k-ésimo lugar de dicho conjunto. ‘Fratamos
de averiguar en qué paso de la induccion ha sido determinado.

Il nidmero de elementos construidos entre las filas 2 y m + 1, ambas inclusive,
en el m-ésimo paso de induccion es:

m—1
. SN N d
Sm=m+ ) (m—j)2.
i=1
I'ntonces
m—| m—1
25, — S =2m + _}__, (m— )2+t —m — Z_/ (m—7)27
=1 j=

=m+ Z 27 — 2(m — 1)
j=2

m
—

= _L’ 29 _

i=1 .
< Ty
Entonces ¢l k-ésimo elemento de {d;; : 7 € N, i > 2} ha sido construido en el
h-ésimo paso de induccién, para algin h > m, por (i) debe ser mayor que dy 4, lo
que demuestra que {d,.m : n,m € M} cumple (iv).
Por otra parte la sucesién (Ag) es completante, luego existe una sucesion (Ag)
de mimeros posilivos, de modo que si 0 < pr < Ak, y si vy € Ag, la serie

o0

——a
), MkTk
k=1

es convergente. P’ara cada ndmero ratural n, definimos 13, como el siguiente con-

junto

o0

Bui=9 ) k10 < pe S Ady oy Tk € Agy g

k=1

*. Proposicidn

La sucesidn (3,) es creciente y Bpyq 4+ Bpy1 C By, para cada n € N,
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Demostracién.  Las condiciones (i) vy (ii) nos garantizan que g1,k < dpk para
cualesquiera naturales n y k, v como (+4,) cs decreciente, también lo es (13,). Veamos
ahora que BB,4y + B, C By. Sean 2.y € BB,4, entoncoes,

w

. S » < < ) " A
T= ) [kl 0<pk <Aty i€ Adyi gy
k=1

o]

L ‘ -
Y= ), k- S 1. VN Yk € Ay ie
kb=

Como dyy1k > dnok > dope—1 ¥ (A;) es decreciente, se tiene que

Tk E /ll(l,..glv;_] 0 () <_. l“\‘ S )‘rl,,_-_u_._l:

Yi € -"..'d",'zk s < e < ’\-’lu TR

con lo cual z+y € B,. Ademds, como cada Ay es equilibrado, también lo es cada By.

(]
Z. ¥Proposicidn
Sean

L, = U{.’ch’n th=1,2,...},
L= ﬂ{Ln :n € M}

F:ntonces L es un subespacio vectorial de E y la sucesién {B, N L : n € N} es base
de entornos para una topologia metrizable y completa, mds fina que la restriccién
a L de la topologia de I.

Pemostracién. Fn primer lugar comprobemos que I, es un subespacio vectorial de £.
Cesde luege, I # 0, pues 0 € L. Siz,y € L,y «,3 € ¥, fijamos n entero positivo
arbitrario. Fxisten k; y kg, cnteros positivos, tales que z € k; Bni1, Yy € ke Byyy. Si
k = max(kq, k2, ||, 18]), al ser B, 4 equilibrado,

ar+ B8y € kBpy1 +kByy CEB,,

luego
ar+ 3y € I,

para cada n en N,
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Ademds B, N L es absorbente en L, lo que jusito con la proposicién anterior
nos permite afirmar que (f3, N L) es base de entornos del origen para una {opologia
vectorial pseudometrizable o, Veamos que es mads fina que £}y, 1o efecto, si no fuese
asi, podriamos tomar un [-entorno del origen, V. que podemos suponer cerrado, tal
que By, @ Vparam = 1,2..... Secan, = 1, existe un 2y € 3y ~ V, v por ser de B3y,
xy puede expresarse

xX)
L)

L= ) Mty con 0 <y < Agy,s 21 € gy e
i=1

¢s decir, z, es cl limite de la sucesién de sumas parciales

N
(2

N\
, HGT

\i=i

Como V ¢s cerrado vy 1 € V, existe vy tal que la correspondiente suma parcial no

yertenece a V. Determinamos un entero positivo ny tal que dy., 1 > di . {omo
2 .1 1,2\

B, @V, razonando como antes, existe un Ny tal que

N,

Ny

A , s vy £ : .

Z, M2t §»§ V. con ) L tip; < /\,_,'"2.’.., Ty.5 € -/.‘,]"2'1.
3=1

Procediendo por recurrencia, obtenemos dos sucesiones crecientes de niimeros na-
turales (nj) ¥ (Nj), tales que dy,, 0 > dp, n, ¥ un 2 de la forma

Ny,
J_ Hp,iTp.js con 0 < ppi S Adyyis Ty € Ady
j=

que no pertenece a V. Puesto que la sucesion (/) es completante, y por la forma de
los 2P, la sucesién (z?) debe ser nula, on contra deque 2P ¢ V., p = 1,2,.... kintonces
existe algin 13, contenido en v, lo que demuesira giue o es mds fina que {jg. FEn
particular o es separada y, por tanto, metrizable.

Para terminar veamos que es completa. Sea (z%) una sucesién de Cauchy en
(L..0). Determinamos una subsucesién (y*) de modo que ykt! — y¥ € By. Paraq
entero posilivo arbitrario se tiene que
Uq+k+l _ y.q+l — yq+k+1 L yq-i-k + yq-l-k' _ yq-J,-k-...I 4t

ytH-‘z _ yq+1

C Bypk + Byyket + -+ Byp1 C By
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Por la definicién de £, tenemos que

0
k+q+1 kg _ N7 ; . .
Y /) = /o HEiTdigg, con 0 < pg,j < ’\<lk+q.;" Tdiaq; € Adk+q.j

J=1

para cada entero positivo k. El conjunto numerable {p jzq,, ;1 kJj=1,2,...} lo

ordenamos en sucesién, (z,), de forma que los subindices {diyq; @ kyj = 1,2,...}

formen una sucesién creciente. Por ser (Ay) completante, la serie de término general

(zn) es convergente en /2 a un cierto z. Tara cada k, existe una sucesion creciente

de nimeros naturales (k,,), tal que

0

k+g+1 akty KO

g — =,
n=1

luego dado un entero positivo p tenemos ¢
P

e, gtk gtk N

.7_..1 Y y ¢ Zh

k=1 H

siendo H = N~ {k, : | <k <p, n=1,2,...}. Ahora bien, ¢l conjunto {z5 : h €
I} no es més que el conjunto {y, ;x4 .., 35 =1,2,...,7 > p} ordenado de mcdo
que la sucesién de los subindices {dy4r; :J = 1,2,...,7 > p} sea creciente. Por la
condicién (iv), la aplicacién

vi{deprj:7=12,...,r>p} — {dogpj i =12,...}

que hace corresponder al k-ésimo clemento del primer conjunto el késimo del se-
gundo, para cada k, estd bien definida y ademds v(dgqr ;) < dygr,j, de donde
mdq+r.i € tlll(!lq+r.1) y 0 S “"l-i S /\”(dq+r.j)'

T.o anterior nos permite afirmar que

Y
2 #h
H
tiene la forma
oo
V.r"\ . .
- Omlm con 0 < 6, < A(lp+q.qn" Im € Ad,,+.,,m7
m=1

es decir, pertenece a 44, 0 dicho de otro modo z — (yPratl — gyt € By,

Por otra parte yPtet1 —y9+! € [, luego existe un A > 0 tal que y?+7+! —yitl ¢
ABp4q ¥, en consecuencia, z € (A+ 1)8,4,-1. Como esto es cierto para p arbitrario,
z € I. Entonces la sucesién (yPT711) converge a uw := z+y?"" € I en la topologia o,
por tanto, (z™) converge a u en 7, lo que demuestra la completitud de (L,0). O
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Sean (F,s), (K, 1) espacios vectoriales topoldgicos, y T« £ — I lincal con

grdfica cerrada. Supongamos que en (1.t) existe una sucesion completante (Ay),
formada por subconjuntos equilibrados, tal que T 1(A,) no es vacio, para cada
n € N. Si (L,0) es el espacio inéirico completo asociado a (A,), 1(E) C L y T es
continua como aplicacion de (K1) en (L.a).

e
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