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ABSTRACT

A partir de las sucesiones de Farey se construyen varios conjuntos planos
de puntos, evaludndose su cardinal mediante un lema aritmético del tipo
[1, Th. 330]. Aplicando una transformacién definida en [2], se evalia en-
tonces el cardinal del conjunto de los puntgs de interseccién de las graficas

de los polinomios de Chebyshev de grado menor que 7, sitos en el cuadrado
["13 1] X ‘[_17 1]'

Se conoce como sucesién de Farey de orden n, F,, al conjunto de fracciones com-

prendidas entre 0 y 1 (ambas inclusive), con denominadores menores e iguales que n.
Definidas asi:

. 0 1
£ 1 1
. 0 1 1
Fy : 1 2 1
.0 1 1 2 1
Fs: 1 3 2 3 1

Es bien sabido que, si h/k y h'/k' son dos términos consecutivos de F,, se
cumple kh' — hk' = 1; y que si h/k, A" [k” y h'/k' son tres términos consecutivos de
Fy, se cumple h”/k” = (h 4+ h')/(k + k').

La longitud del mayor de los intervalos entre dos términos de F,, es 1/n, y la
longitud del menor 1/(n(n — 1)) (Franjas blancas de la Figura 1).
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Sea ®(n) = .1 ¢(i), donde ¢(), i > 1, es la funcién de Euler, esto es, el
ndmero de enteros positivos menores que ¢, primos con 2, ¥ #(1) = 1. Se conoce la
férmula (debida a Mertens):

d(n) = % n? 4+ O(nlogn). [1, p. 268]
De forma pa,recida, se pue’de establecer el siguiente:

Lema

n

L(n)= Y i¢(i) = ?7-:;—3 + O(n?logn).
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Demostracién. (Los niimeros remiten a las notas)
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Notas.
(1) La funcién de Moebius estd definida por:
(i) p() =1,
(ii) p(n) = 0 si n tiene un factor cuadrado,
(iii) p(p1---pk) = (—=1)* donde py,...,ps son primos distintos.

¢(n)=n>_ @ = ‘Z% u(d) = Z d' u(d). [1, 16.3.1]
din d|n dd'=n
(2) \ \
1422432 4+...402 = W ]
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(4) ) )
1 1 «
3 dzl,u(d)dO (3—2) <3 gu(d)dA 7
_A ¢ pd)
P e
A , -1
S g 7l2 £ 2 .
(5)
n® o p(d) ( 2 v 1) nd o Sp(d) w S p(d)
— —240ln - = — . — —
3~ & ;d 3 ;ﬁ 3 dgl d?

a
Il
-

+

)
TN

3

»
-
S

~———

il
ool S,
8
n.|l‘i
“l&
+

Q

=1 d

+ O(n®logn).

N
&
N——

au

n+1

El cardinal de Fj, es 1+ Y7, ¢(i) = 1 + &(n).
En la figura 1 se representa F, x F,.
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En la figura 2 se representa el subconjunto de F, x F, formado por los pares de
fracciones con igual denominador (menor o igual que n). Se designa por G,, dichc
conjunto; por ejemplo (%, 1) no pertenece a Gs, pero pertenece a Gg.

card (G,,) = card (Gp_1) + 2¢(n) + Z m ¢(med (n,a)),
a=1 ’

pues al pasar den — 1 a n:

Sobre el segmento AB se aiiaden los #(n) puntos (a/n,0), con a primo con n ,
0<a<mn.

Sobre el segmento AC se afiaden los #(n) puntos (0,a/n), con @ primo con n
0<a<mn.

Sea d = mcd (a,n), 0 < a < n.

Sobre la recta z = a/n se afiaden los puntos (a/n,b/n), tales que 0 < b< ny
b sea primo con d, de éstos hay ¢(d)n/d. Entonces:

?

card (G,,) =4 + Z 2¢(m) + Z Ei??m) é(med (a, m))

a=1

=1+2) dm)+ Y > ¢(m/d)(m/d)$(d) (6)

m=1 djm
=1+2 Zl $(m) + Z_jl ;(m/d)cb(m) (7)

=1+28(m)+ ) mo(m)+ 3 dm)+ > 3 (m/d)g(m) (¥)
m=1 m=1 m=1 d|m
1#d#m

=1438(m)+ 3 me(m)+ > 3 (m/d)g(m)

m=1 d|m

1#£d#m
3 n
:1+3<]§(n)+27ri2+0(n210gn)+Z¢(m) > d (8)
= lgédtli:élm
2 3
= 1+%—+O(nlogn)+ %—+O(nzlogn) 9)
+ > $(m)(o(m) —m - 1), (10)
m=1

luego, si card (Gn) = Kn® + O(n?logn), es K > 2/n?.



Notas.

(6) Entre 1 y m hay ¢(m) nimeros que tienen maximo comin divisor 1 con m.
Hay ¢(m/d) que tienen méximo comin divisor d con n.

(7) ¢ es multiplicativa.

(8) Por el Lema.

(9) [1, Teorema 330].

(10) o(m) = 3 4y, @-

Por otra parte, desde la igualdad marcada con (%), sale también:

=14+28(m)+ ) é(m)> d (+)

dlm

=1+28(n) + > ¢(m)o(m)
m=1

=1+2(Iw(n)+§n: m ] b1, 11 pl-1/(pat1)

P p—1
m=1 plm plm
p primo p primo

m=Hpa m=l—[pa

=1+2<1>(n)+im2 I1 (1—#)

m=1 pim
p primo
mzl-[ p*
< Z m?
m=1
= (1/3)n° + O(n?),
luego
2 1
—<K<-=-.
72~ —3
En resumen, queda probado el siguiente:
Teorema 1
Si card (G,,) = Kn® 4+ O(n?), es
2 o1



En la figura 3 se representan los pares de la forma (2a¢/H,2b/H) con1 < H < n,
0<a<[H/2,0<b<[H/2]. Se designa por I, a este conjunto.

Corolario
Si card (I,) = K1n® + O(n?logn), es

En la figura 4, se representan los pares (a/H,b/H) con mcd (a, H)|b,0 < H < n.
Se designa por H, a este conjunto:

card (H,) = card (Hy—1) + ¢(n)(n + 1),

pues para pasar de n — 1 a n, se tiene:

Si med(a,n) = 1, en la vertical = a/n aparecen los puntos (a/=n,0/n),
(a/n,1/n),...,(a/n,n/n), esto es, n + 1 puntos nuevos.

Si med (a,n) = d # 1, en la vertical z = a/n no aparece ningiin punto nuevo,
pues si a = a;d, n = n1d, b = byd, es (a/n,b/n) = (a1/n1,b1/n1), que ya habia
aparecido antes.

Como hay ¢(n) nimeros primos con ,;n, menores que n, en total aparecen
¢(n)(n + 1) nuevos puntos. Entonces:

card (Hn) = 2+ ) (i + 1)4(i)
i=1

=2+ ) $(i)+ ) id(i)
i=1 i=1
2n? 2n3 9
=2+ — + O(nlogn) + - + O(n*logn)
2n3

=— + O(n®logn),

quedando probado el:

- Teorema 2

2n3 2
card (H,) = —T + O(n*logn).



En la figura 5 se representan los pares de la forma (2a/H,2b/H),con1 < H < n,
0<a<[H/2],0<b<[H/2), tales que b es miiltiplo de mcd (a, H)

Se designa por J, a este conjunto. Se tiene, ya que J, viene a ser un cuadrante
de H,, como I, lo venia a ser de G:

Corolario
nd
card (J,) = 3.7 + O(n®logn).
La transformacién T(z,y) = (cos(wz),cos(ny)) transforma biunivocamente

[0,1] x [0,1] en [-1,1] x [-1,1].
En la figura 6, se representan los transformados de los puntos de la figura 5.
Cuando n es impar, los puntos asi representados corresponden a los puntos de
interseccién de las graficas de los polinomios de Chebyshev de grado menor o igual
que (n + 1)/2. Recordemos que el polinomio de Chebysev (de primera especie), de
grado n > 0, se define por

Tn(z) = cosnb, z = cosb, 0<d<m.

Esto define el polinomio en el intervalo [—1,1] ( y por tanto para todos los
nimeros complejos).

Es claro, a partir de esta definicién, que la graficade y = Tp(z) para-1 <z <1
queda en el cuadrado [—1,1] x [-1,1}.

Si cosma = cosla, conl #m,0< 1< (n+1)/2,0<m < (n+1)/2, se tiene
ma = tla+ 2ar, luego a = 2aw/(mF 1), y al variar m y [ se tiene que @ = 2ar/H
con 1 < H <mn.

Los puntos de interseccién son pues, (cos e, cosla) = (cos2an/H,cos2aln[/H)
y entonces se tiene:

T~ (cosa,cosla) = (2a/H,2b/H),

con b miltiplo de mcd (a, H), como vamos a ver: cos2alr/H = cosf} si y sdlo si
B = t2aln/H +2tr = 2(tH L al)r/H y entonces f = 2br [H si y s6losi b =tH L al,
ecuacjones diofanticas en t yl que tienen solucidn si y s6lo si b es miltiplo del maximo
comun divisor de a y H.

Si se designa por T, al conjunto de los puntos de interseccién de las graficas
de los polinomios de Chebyshev de grado menor o igual que n pertenecientes al
cuadrado [—1,1] x [1,1], se tiene:

3
card (T,,) = card (Jap—1) = 4_17%_ + O(n®logn),

quedando asi probado el:



Teorema 3

4n3 9
card (T,) = — + O(n* log n).

Comentario.
En la figura 1 se observan franjas blancas contiguas a las rectas ¢ = a/b, y = a/b
(con a < b, a primo con b), de anchura A con

1 1
m <A S it

pues la diferencia entre dos fracciones consecutivas de F,, a/b y c/d, es 1/ (bd).

En la figura 2 ademés de las franjas blancas de la figura 1 se observan franjas
oblicuas; para estudiarlas se puede empezar por considerar las rectas del plano,
pzr+qy+7=0con pg# 0y mcd(p,q,r) = 1.

Sea (a/H,b/H) un punto del plano que verifica 1 < H < n, sea d la distancia
de este punto a una de dichas rectas, a saber,

pa+qb+rH
H+/p* + ¢

Se pueden considerar los casos siguientes:

I. med(p,q) = 1. _

En este caso existen puntos de este tipo que verifican d = 0 y existen puntos
que verifican d = 1/(H/p? + ¢?), siendo el menor valor no nulo que puede alcanzar
d, igual a 1/(n\/p? + ¢?).

II. mcd (p, q) = e.

Sie < N. Cuando H = é, existirdn puntos de esta clase que verifican d = 0.

Sea rH = tgmbd e, 0 < g < [e/2].

'Si g # 0, para cada H, el menor valor que alcanza d es

d=

d gl

Si bien rn no tiene por qué ser congruente con +1 médulo e, existird un H, tal
que (n — [e/2]) < H < n, siendo 7H congruente con +1 médulo e.
Si en el plano se considera la relacién de equivalencia ~ definida por

' i )
(‘T,y) (x’y)ﬁ{y:ty':é,



el conjunto cociente es isomorfo al cuadrado [0,1] x [0, 1], y la proyeccién candénica
transforma las rectas pz + qy + r = 0 en poligonales del cuadrado unidad.
Contiguas a estas poligonales, aparecen franjas blancas de anchura A, con

L <

1
- <4
Y il Ry )W e

siendo mcd (p,q) = e.

La figura 3 serfa la reproduccién a escala doble del correspondiente cuadrado
[0,1/2] x [0,1/2] de la figura 2 (para el mismo n).

Las figuras 4 y 5 serian el resultado de imponer a las correspondientes 2 y 3 la
restriccién de que b sea miltiplo del maximo comin divisor de a y H, esta restriccion
no afecta (en forma apreciable) a la estructura de las franjas blancas, estructura que
aparece en la figura 6 bajo los efectos de la transformacion T. Esta estructura de
franjas blancas se sigue conservando si en vez de pintar los puntos de interseccién
se pintan las gréficas de los polinomios de Chebyshev, como se hace en [2].
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