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ABSTRACT

In this note we continue the study (initiated in [13}) of locally convex prop-
erties of the vector-valued anisotropic Sobolev spaces. We also determine, by
means of direct calculations, the type and cotype of these spaces with respect
to certain fundamental systems of seminorms.

En esta nota proseguimos el estudio (iniciado en [13}) de propiedades localmente
convexas de los espacios de Sobolev anisétropos con valores vectoriales LE((, E).
También determinamos aqui, por medio de cdlculos directos, el tipo y el cotipo de
los espacios LE(Q, E) con respecto a ciertos sistemas fundamentales de seminormas.

Los espacios que utilizamos estdn definidos sobre el cuerpo C de los nimeros
complejos. Nuestra notacién para espacios localmente convexos es estandar y nos
remitimos a [8]. Si los espacios localmente convexos E y F' son isomorfos (es decir,
topolégicamente isomorfos) escribimos E ~ F. E < I significa que el espacio E es
isomorfo a un subespacio de F. Si A es un conjunto no vacio, E# denota el producto
topoldgico de A copias del espacio localmente convexo E. card A es el cardinal del
conjunto A. N denotard el conjunto de los enteros no negativos.

Si E es un espacio localmente convexo casi-completo y Q es un abierto de R”,
D(Q, E) sers el espacio de las funciones indefinidamente diferenciables sobre £ con
valores en E que tienen soporte compacto (D(Q2, E) se considera provisto de su
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topologia limite inductivo habitual). Cuando E = C, escribimos D(Q). Si E es ur
espacio localmente convexo denotamos por D'({, E) el espacio de las distribuciones
sobre () con valores en E equipado de la topologia de la convergencia uniforme sobre
los acotados de D(Q) (ver [15,16]). -

Si E es un (LF)-estricto, £ un abierto de R™ y p € [1,00], LP(Q, E) denota €
conjunto de todas las funciones (clases de funciones equivalentes) medibles Bochnes
de Q en FE, f, tales que

Hﬂb=(LHﬂﬂW¢0up<w

(si p = oo se supone
ess sup || ()] < 00 )
€N

para cada ||-|| € sc(F), siendo sc(EF) el conjunto de las seminormas continuas sobre E
Con la topologia generada por las seminormas {|| ||, : || - || € sc(E)}, LP(Q, E) llegz
a ser un espacio localmente convexo sucesionalmente completo (ver [6]). Ademds Iz
aplicacién
LP(Q,E) — D'(Q,E)

estd bien definida y es lineal, inyectiva y continua. Por consiguiente, las funcione:
de L?(, E) admiten derivadas distribucionales de cualquier orden. (Ver [6] para Iz
teoria de integracién de funciones con valores vectoriales). Si I' es un subconjuntc
finito no vacio de N™ tal que si (c;) € I' entonces (§;) € T’ cuando 0 < 8; < «; par:
J = 1,...,n, el espacio de Sobolev (anisétropo) sobre Q con valores en E (de tipc
p,T') es el subespacio lineal de L?({}, E)

LA, E) := {f € I’(Q,E) : D*f € LP(Q, E) para « € T}.

Consideramos sobre LE(, E) la topologia generada por la familia de seminorma;

{i-llpr : 1l - | € se(E)} donde

1/p
1 £llp,r = (Z IID“fII,'i) cuando p < oo,

o€l

| flloo,r = max ess sup || D* f(z)|| cuando p = oo.
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Teorema 1

1. Sean Q un abierto de R™, E un Fréchet nuclear, I' un subconjunto finito
no vacio de N™ tal que si (a;) € T' entonces (8;) € I' cuando 0 < B; < a; para
j=1,...,n,yp € [1,00]. Entonces LE(, E) es isomorfo a un subespacio cerrado
de (L”(O,l))N pero, en general, LE(Q, E) no es isomorfo a (L”(O,l))N y tampoco
es isomorfo a un subespacio complementado de (LP(0, 1))N.

2. Sean Q, E, T y p como en el punto 1. Entonces todos los subespacios
normables de LY.(, E) son isomorfos a subespacios de LP(0,1). Si1 < p < oo los
espacios LL(Q, E) y LY(Q, E)/(LR(Q)&E) son totalmente reflexivos.

3. Sean E, F espacios de Fréchet nucleares, I'y y T's subconjuntos finitos no
vacios de N™ verificando la condicién del punto 1 y p1,p, € [1,00]. Entonces se tiene

(i) LY, (R™, E) ~ LP?(R", F) y 1 < p1,p2 < oo implican py = p,.

(i) Si L} (R™, E) ~ L2 (R", F), Ty es un intervalo, py = 1 y p < 0o, entonces
P1 = P2.

(iii) Si L} (R™, E) ~ LY (R™, F), Ty es un intervalo y p; = 0o, entonces p; = pa.

Prueba. 1. FE es isomorfo a un subespacio de (L“’(Q))N (si p < oo utilizar, p.e.
(16, Th. 4], y si p = oo utilizar [14, Teorema 7.3, p. 101] y el hecho de que £ es
isométrico a un subespacio de L*(Q?)). Teniendo entonces en cuenta los teoremas
1y 3 de [13] resulta que el espacio de Fréchet LE(Q, E) es isomorfo a un subes-

pacio de (L% (Q,LP(Q)))N. Utilizando de nuevo el Teorema 1 de [13] vemos que
. car N

(LR (9, LP(Q)))N es isomorfo a un subespacio de ((L}’\ (22, LP(2))) dr) . Ademis

L7 (2, LP(R)) es isométrico a LP(Q?,)?) (siendo A la medida de Lebesgue en Q) si

p < oo e isométrico a un subespacio de (L1 (Q,LI(Q)))I cuando p = oo por lo que

LP(Q,LP(Q)) ~ LP(Q, M%) ~ LP(0,1) sip< oo

L(Q,L°(Q)) — (L' (2, L1 () =~ (L1(Q%,2?)) ~ (£'(0,1))" ~ L=(0,1)

(hemos utilizado aqui el caricter puramente no-atémico de la medida A2 y la se-
parabilidad de L} (92,/\2) cuando p < oo). Finalmente, teniendo en cuenta que los
espacios LP(0, 1) son reproducibles, obtenemos que

L2(Q, E) — (£7(0,1))".

Supongamos ahora que E es de dimensién infinita y no contiene ninguna copia
de CN. Por un teorema de Bessaga-Pelczyiiski (ver [3]) E admite entonces una norma
continua, por tanto también LE(f), E) admite una norma continua y no puede ser
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isomorfo a (L?(0, 1))N. Ademds, LE(Q, E) no puede ser isomorfo a un subéspz
cio complementado de (L”(O, 1))N pues, en caso contrario, existiria un subespaci
cerrado G de (L?(0, 1))N de manera que

LA, E) =~ (L7(0,1))V/G

lo cual implicarfa, en virtud de un resultado de Bellenot-Dubinsky [2, Prop. .
p. 590], que LE(R, E) fuera un espacio de Banach. Entonces también E serfa ¢
Banach lo que contradiria la eleccién de F.

2. Sea B un subespacio normable de L%(f2, E). Aplicando 1 y [5, Lema 1], .
resulta ser isomorfo a un subespacio de un producto finito de copias de LP(0,1
Teniendo en cuenta que LP(0,1) es reproducible obtenemos que B es isomorfo a u
subespacio de LP(0,1).

La total reflexividad de los espacios de Fréchet LE(Q,E), 1 < p < oo, resuli
de 1 y del Corolario de [7, Proposicién 10, p. 101]. Que LE(Q, E)/(LE(Q)®F
es totalmente reflexivo se sigue de lo que acabamos de probar y de [7, Propos
cién 10] (que LE()®E es un subespacio de L&(Q, E) se deduce del Corolario «
[13, Teorema 2]).

3.(i) Puesto que L} (R™) es un subespacio de Banach de L} (R, E), los pus
tos 1 y 2 demuestran que LP! (R") es isomorfo a un subespacio de L?2(0,1)
como L{ (R™) ~ LP1(0,1) [12, Teorema C] resulta que LP*(0,1) es isomorfo
un subespacio de LP2(0,1). Permutando p; y p2 en el argumento anterior y ap)
cando [1, Th. 4, p. 184], obtenemos p; = p,. (ii) Razonando como en (i) vem
que L?2(0,1) contiene una copia de L11~1 (R") lo que no es posible (teniendo ¢
cuenta que L} (R™) ~ L'(0,1) en virtud de [12, Teorema B]) méds que si p; =
(iii) Basta razonar como en (ii) teniendo presente que L (R") ~ L°(0,1) p¢
[12, Teorema B]. [0

En [10] M. Milman demostrd, utilizando técnicas de interpolacién, que pa
ciertos abiertos {2 de R™ y para 1 < p < 2los espacios de Sobolev (isétropos) escalar:
Wm™P(Q) son de tipo p (ver, p.e., en [9, pp. 72 y 73] las definiciones de tipo y cotif
de un espacio de Banach). En [4] F. Cobos extendié ese resultado demostrando, pe
métodos directos, que para cada abierto {2 de R® y cada 1 < p < oo el espacio «
Sobolev isétropo W™P(QQ) es de tipo min(2,p) y de cotipo max(2,p). En el teoren
que sigue extendemos este ltimo resultado al caso vectorial (y no necesariamen
is6tropo) también por medio de cdlculos directos.
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DEFINICION [11]. Si E es un espacio localmente convexo y £g es una familia de
seminormas que definen la topologia de FE, se dice que E es de tipo p para algin
p €]1,2] (resp. de cotipo ¢ para algiin ¢ € [2,00[) respecto de la familia g si, para
cada ||-|| € €&, el espacio de Banach (E/||- ||"1(0))A es de tipo p (resp. de cotipo ¢).

Como se indica en [11] es trivial comprobar, utilizando el teorema de la con-
vergencia dominada de Lebesgue, que el espacio F es de tipo p (resp. de cotipo gq)
respecto de &g si y sélo si para cada || - || € g existe una constante M < oo tal que,
para cada familia finita (ej)m

1
1
A

en F, se tiene

m

> rit)e;

1

m 1/p
a<u (Z nejnp)
1

(respectivamente,
dt

m 1/q 1
(Stet?) <o
1 0

donde ('rj);o designa la sucesién de funciones de Rademacher definidas por

Y ri(t)e;
1

ri(t) = sign(sin(277t)) para t € [0,1].

Teorema 2

Sean Q un abierto de R, E un (LF)-estricto, g un sistema fundamental de
seminormas sobre E, T' un subconjunto finito no vacio de N como en el teorema 1,
l<p<ooyéh={lllpr:Il-l| €€} Entonces se tiene que

(1) LE(Q, E) es de tipo v = min(p,t) respecto de £y cuando E es de tipo t
respecto de &g

(2) LE(2, E) es de cotipo q = max(p, s) respecto de £y cuando E es de cotipo
s respecto de €.

Prueba. En el transcurso de la demostracién la letra C denotard siempre una cons-
tante positiva, no necesariamente la misma cada vez que aparece.

(1) Sea || - || una seminorma de {g. Por un teorema de Kahane [9, Th.1.e.13],
el hecho de que el espacio de Banach LP(Q,(E/|| - ||_1(0))A) tiene tipo r, y la
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desigualdad de Hélder, se tiene, para cada familia finita ( fJ) en LL(Q, E),

1l m P P /p
(/ D i) i dt) ( Tj(t)D"fj dt)
0 1l p.T o€l v
py 1/P
<C ( ( TJ(t)DafJ dt
a€el P
1/p
<C

( (fj nDaf,n,,) " )
c (zm: ( uD“fJnP) ,,,)w

-c (i Ilfjllp,r>

1

IA

Esto demuestra que LE(%, E) es de tipo r respecto de £f. (2) Nuevamente sea || -
una seminorma de £g. En virtud de la de51gualdad de Hélder y el hecho de que
espacio de Banach L7 (%, (E/|| - ||~ 1(())) ) tiene cotipo g se tiene, para cada famili
finita (fj);n en LE(Q, E) '

m 1/q m a/p\ M1
(z ijnz,p) - (z (z IID"ijIZ> )
1 1 a€l

m pla\ /P
<C (Z (Z IID“ijI%> )
a€el 1

p\ 1/p
1 m
<C ri(t) D f;|| dt
(5 (Lo «))
<c/ > er(t)D fJ dt
ael 1

dt.
p.I

30/
0

Z ri(t) f;
1

Esto demuestra (2). O
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Agradecemos al referee sus valiosas sugerencias. En particular, la forma final

del Teorema 2 es debida a él.

N

v A~

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17

Bibliografia

S. Banach, Qeuvres, Vol. 11, PNW, Warsaw, 1979.

S. F. Bellenot and E. Dubinsky, Fréchet spaces with nuclear Kothe quotients, Trans. Amer.
Math. Soc. 273 (1982), 574-594.

. C. Bessaga and A. Pelczyifiski, On a class of By~—spaces, Bull. Acad. Polon. Sci. (III) 4 (1957),

375-371.

. E. Cobos, Clarkson’s inequalities for Sobolev spaces, Math. Japonica 31 (1986), 17-22.
. 1. C. Diaz, Collect. Math. 38 (1987), 137-140.
. H. G. Garnir, M. De Wilde and J. Schmets, Analyse Fonctionnelle, Vol. II and III, Birkhiuser,

Bassel-Stuttgart, 1972-73.

. A. Grothendieck, Sur les espaces (F) et (DF), Summa Brasil. Math. 3 (1954), 57-123
. G. Kothe, Topological Vector Spaces, Vol. I and 11, Springer, Berlin-Heidelberg-New York,

1969 and 1979.

. J. Lindenstrauss and L. Tzafriri, Classical Banach Spaces, Vol. 11, Springer, Berlin-Heidelberg-

New York, 1979.

M. Milman, Complex interpolation and geometry of Banach spaces, Ann. Mat. Pura Appl.
136 (1984), 317-328.

J. Motos and M. J. Planells, Tipo y cotipo de algunos espacios de distribuciones con valores
vectoriales, to appear.

A. Pelczyiiski and K. Senator, On isomorphisms of anisotropic Sobolev spaces with “classical”
Banach spaces and a Sobolev type embedding theorem, Studia Math. 84 (1986), 169-215.
M. I. Planells, Sobre los espacios de Sobolev anisétropos con valores vectoriales, Preprint.
H. Schaefer, Topological Vector Spaces, Springer, New York, 1971.

L. Schwartz, Théorie des distributions 2 valeurs vectorielles, Ch. I, Ann. Inst. Fourier 7 (1957),
1-141.

L. Schwartz, Théorie des distributions & valeurs vectorielles, Ch. II, Ann. Inst. Fourier 8
(1958), 1-204.

M. Valdivia, Nuclearity and Banach spaces, Proc. Edinb. Math. Soc. 20 (1977), 205-209.






