Collect. Math. 38 (1987), 257 2066

SOBRE LA DERIVABILIDAD DEL PRODUCTO
DE MEDIDAS VECTORIALES

Fidel José Ferndndez y Ferndndez-Arroyo

ABSTRACT. The main object of vhis paper is Lo determine, un-
der certain conditions, the Radon-Nikodym derivaiive of the ten-
sor product of measures valued in locally convex spaces. from the
Radon-Nikodym derivatives of the factors.

1. Introduccion

En un reciente trabajo [9] (ver también [8]). presentamos teoremas de Fubini para la
integral vectorial bilineal desarrollada en 1.983 por S. A. Sivasankara [12] (¥ expuesia
también por R. Chivakula y Sastry [I1]). Para esta integral, en la que se consideran
espacios localmente convexos, tanto el propio Sivasankara como R. Chivakula y Sastry,
habian conscguido obiener condiciones suflicientes para garantizar la existencia y la
representacion integral del producto de dos medidas a v 3 (con respecto a una cierta
aplicacion bilineal), generalizando y snificando asi los resultados anteriores de Duchon
[6], Duchon y Kluvanck [7}. Swartz [13], [I4],

y luneycutt [10]: pero no ofrecian
teoremas de Lipo Fubini semcjantes al dado por huneycutt [10] para una integral de
tipo Bochner.

k] objetivo del presente articulo es probar. en este contexto. gue, bajo ciertas
condiciones. si las medidas o ¥ o tienen derivadas de Radon-Nikodym (Fy v Fo,
respectivamente) con respecto a sendas medidas py ¥ pto. entonees fa medida producto
a ¥ A ticne derivada de Radon-Nikodym con respecto al producto gy <. pat y una
tal derivada es, en ¢l sentido que cabria esperar. ¢l “producto”™ de Iy v Fa. En la
demostracion de este resuliado juega un papel esencial un teorema de tipo Fubini
obtenido en T0L
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Se aborda después un problema distinto: Si la funcién F es una derivada de
Radon-Nikodym de la medida a respecto a una medida p, ;la extensién de F al
espacio producto es una derivada de Radon-Nikodym de la medida producto o ® 3
con respecto a a®p? Con determinadas hipétesis, de nuevo la respuesta es afirmativa.

Por 1iiltimo, se incluye un cjemplo sencillo de aplicacién del principal teorema
obtenido.

2. Preliminarcs

Utilizarenos, como antes se indicé, la integral bilineal definida por S. A. Sivasanka-
ra [12].

En lo sucesive, X, Y, Z, U, V, W y T seran espacios vectoriales topoldgicos
localmente convexos y separados; P,Q,R,U,V,W y T denotaran sendas familias
generantes de seminormas continuas de estos espacios; supondremos que X, Y, Zy
1" son completos; (Q,A) y (¥,£) serdn espacios medibles; o : 4 — X, B : £ — Y,
By A —=Vypy: & — W scran medidas contablemente aditivas; F} : Q@ = U y
Fy : E — V, funciones fuertemente integrables; ¢, : U x V — X, d2: VWY,
O:XXY 5 Z,¢3: XxV =>Ty¢s:TxW — Z seran aplicaciones bilincales y
continuas, verificando:

D) ¢('.c,¢2(u,u;)) = c'u(é;,(z,v),u:), paratodoz € X,veV,weW.
) c;‘);;(q’)l(u, ), u') = ¢;;(¢1(u, v'), n), para todo u € U, v € p1(A), v’ € ().

Del mismo modo que en [9] y [8], diremos que una funcién ¥ : Q — U es fuerle-
mente integrable si existen un conjunto absolutamente convexo y acotado
B C U, una sucesion (F,)nen de funciones simples (de Q en U), y K > 0, tales
que F,(Q) C Upg, para todo 2 € N, y () ¢ Up; la sucesién (pB(F - I",,))m:_N
converge puntualmente a cero; y

sug pu(Fa()) <K, para todo n € N.
te

Siguiendo la notacién de Grothendieck, denotarnos por Uy al subespacio vectorial
generado por I3; pp es el funcional de Minkowski asociado a 3.

Supondremos que: 7" es un espacio de Banach; las medidas a ¥ 1 son Mackey-
acotadas (ver [L1] y [12]) (en particular, & y p; son Mackey-acotadas si X y V
son metrizables); yy tiene la #' propiedad respecto de ¢; y también respecto de @g;
H2 tienc la x+-propiedad respecto de ¢y v también respecto de 64; ¥ B tiene la
(#x, &)- propicdad.
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Siguiendo a [2] - ver también [11]y [12]: - diremos que que la medida g, tiene la
*'- propiedad respecto de ¢, (o la (¥, 1 )-propiedad) si para cada conjunto absoluta-
mente convexo y acotado B C U, y para cada seminorma continua p € P, existe una
medida finita contableinente aditiva vpp : A — RT tal que la (B,p) semivariacién
de gy, ||p1]|,p, estd absolutamente controlada por vy p- Sivgp no depende de p € P
(respectivamente de 3 € By), diremos que que la medida g ticne la (*#', 1)
propicdad (resp. la (%, ¢1)-propiedad); v si vpp es independiente de p € P y de
B3 € By, diremos que p; tiene la (*x, ¢;)-propicdad.

Ya que T" es normado, la {(#', ¢3)-propiedad y la (%, ¢4) propiedad son equiva-
lentes, respectivamente, a las propicdades (##', ¢3) y (++/, @a).

Como sabemos, en estas condiciones existen las medidas producto

aRPBARE L Yy pQu: AREY.

Ademas, p; ® po tienc la (x#', ¢)-propiedad, segtin resulta del Lema 6 de [9]
(ver también [8]).

Se tiene pucs:

Q A E £ X x V

o L L I

U x V V x W T x W
[ o |
X Y Z
Qx E ARE XxY

l‘.bl(f"l.""z)

X
]a
A

18 pa 10

Tu@."]

ARE

R
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3. Resultados

3.1. Lema. Si I : E — V ¢s una aplicacién fuertemente integrable, entonces la
aplicacion
d);;((l.‘, F) . FE — T
s +—  ¢u(z, F(s))

es fuertemente integrable, para cada » € X, y ademas

» [ e Py (. | ).

Demostracion. Si I es simple, entonces ¢z(z, I') también lo es, para cualquier z € X;
y la igualdad (1) resulta de I).

Si F' es cualquicr funcién fuertemente integrable (y, por tanto, ps-integrable),
no es dificil probar que ¢3(xx, F') (z € X) también lo es (ver [8]); y la igualdad (1) se
obtiene lomando limites de la manera habitual. B

Tenicndo en cuenta ahora 1) en lugar de I), se demucstra de manera analoga el
siguiente

3.2. Lema. Si F : Q — U es una funcién fuertemente integrable, entonces, nara cada
v € V, la aplicacién
o(Fv)y: Q@ — X
t — & (I(0),v)

es fuertemente integrable; y si v € Fy(E)U {0}, entonces

/ (I, vy dpy = ¢3 (/ l"tl,ul,v) .
1] o

3.3. Lema. Si I' : E — V e¢s una funcion fuertemente integrable, entonces la
aplicacion
qJ)l(I’.‘hF): QAQx £ — X
(ts) — oi(Fi(t), 1))

es fuertemente integrable.
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Dermostracién. Por ser F fuertcmente integrable, existen un conjunto acotado y ab-

solutamente convexo B C V, una sucesién (f,)nen de funciones simples (de E en V),
y K > 0, verificando:

i) F(Qx E) C Vg;y fa(Q x E) C Vg, para todo n € N.
ii) La sucesion (p;;(F - f,,))"(EN converge puntualmente a cero.
ili) 8UP(y . enxE PB (fa(t,s)) < K, para todo n € N.

Ya que Fi es fucrtementie integrable, existen un conjunto absolutamente convexo
y acotado C C U, una sucesién (gn)nen de funciones simples (de Qen V), y M > 0,
verificando condiciones analogas.

Sean
i (C x B)={di(c,b):c€C, be B},

y I3; la envoltura equilibrada y convexa de ¢;(C x 13), que evidentemente es acotada
(por serlo € x By, por tanto, 1(C x 13)). (Ya que ¢1(C x B) es equilibrado, By
coincide con su envoltura convexa).

Puesto que ¢ es bilineal, se verifica que
61(Ue x VB) C Xuiy;

y ademas,
P, (81w, v)) < pe(u) pp(v),
cualesquiera que sean u € U y v € V.

Se sigue que
B2 (F1(R) X F(E)) = 610k, F)(@ % E) C Xp,;

y para todo n € N,
‘bl(.‘hh.fn)(Q X L) C )(”17

e

sup  p, (61(gn(8), Ja(5))) < MK,
(t.s)eQxhk

Ademds, las funciones @ (gn. fn) son simples, como trivialmente se comprueba.

Por otra parte, la sucesion (’th (@1 (I, F) = & (g,,,fn)))
nente a cero, ya que

neN Converge puntual-

Py (01(E1, 1) — 01(gns ) (L 8) < M pi(F(8) = fu(5)) + K pe (Fi(1) — ga(1)),

para todo (/.8) € 2 x I y todo n € N.
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Por consiguiente, la aplicacién ¢;(F, F') es fuertemente integrable, como queria-
mos demostrar. l

En particular, la aplicacién ¢;(F1, F3) : @ x E — X es fuertemente integrable;
¥, por tanto, es (u; ® po)-integrable. (Nétese que la medida y; ® s, tiene la (=+', $)-
propiedad).

3.4. Tecorema. Si Iy y F3 son sendas derivadas de Radon-Nikodym de « con respeclo

apy y de 8 con respecto a py, entonces ¢, (Fy, Fy) es una derivada de Radon-Nikodym
de la medida producto «« ® f con respecto a py 8 pa.

Dernostracion. Tanto a ® 8 como la aplicacién II : A ® & — Z definida por:
H(G)'—'/ @101, F2) d(111 @ p2) para G € AQE,
G

son medidas vectoriales contablemente aditivas (ver [11]). Por tanto, para probar que
son iguales bastard ver que coinciden sobre A ® &.

Del Teorema 8.2 de [9] y los lemas 2 y 1 resulta que

/ S1(F1, Fa) d(m1 ® piy) = / 1(Fy, Fo) xax d(is ® pa)
AxD Ox E

=/ (/ (61(FiXa, Faxn)) (',—)dpl) djes
e \Ja

=/ é3 (/ Fy XAdlil,F'zXn) dpy

(/ Fldu),/ 1‘4(1/12>

= ¢(a(A), B(B))
= (a@#)(A x B),

paratodo Ax BeAxE W

Supongamos ahora que se ticne:

A A & V x Y
ll" lﬂ J’a l/’ l'l'x
U x V X x Y U x T

S
AN
N
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donde las aplicaciones ¢y, ¢, ¢ ¥ ¥ son hilincales y continuas, verificando que
q')(d)l(u, v),y) = 1,;('u, ) (v,y)), paratlodoue U, veV, yeY;

los espacios localmente convexos X, Z y 1' son completos; F : Q@ — U ¢s una funcién
fuertemente integrable; y g : A — V es una medida contablemente aditiva, que tiene
la (¥, ¢1)- propiedad.

Supondremos también que las medidas producto v 8 8 : AR E — Z y
pRB: AP E — T cxisten, y esta dltima tiene la (¥, v)-propiedad. (Estas dltimas
hipotesis se verifican, en particular, si X es normado, pu ¢s Mackey-acotada, y 3 tiene
la #+ propicdad respecto de ¢ y respecto de v;. Obsérvese que , en este caso, la
medida producto g2 & 8 tiene la (x+', 2)-propiedad: y que, por ser X normado, « es
Mackey-acotada y p ticae la «+'-propiedad respecio de ¢1). (Ver [8], [9], [L1]. [12]).

Se comprueba trivialmente que la aplicacién E: Q x E — (' definida por
I'(t,s) = F(1) para (I,s) € Q2x E
es fuertemenie integrable (y, por tanto, (1 & 3) -integrable).

Por otra parte, la igualdad

(2) @ (/ Fdu, 5( Ii)) = Ld(pe @ 8), para A€ A, Be€B,
A Jaxn

se demuestra facilmente si la funcién J° es simple: y si F es cualquier funcién fuerte-
mente integrable, la igualdad anmterior se obtiene tomando limites de la mancra
habitual.

3.5. Proposicién. Si I es una derivada de Radon-Nikodym de « con respecto a i,
entonces F o es de o 9 3 con respecto ap € 3.

Demostracion. De la igualdad (2) resulta que

N\
/ Fdpwp) = ()(/ ll'd,l,,-'f(n))
JAxXB JA

é(alN).3(1%)
(a2 WA x B).

paratodo Ax Be Ax &,

Y puesto que la aplicacion H : A 3 € -+ Z definida por
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H(G) = /Ed(u@,@), paraGEARE,
Ja
es una medida contablemente aditiva (ver [11]), el resultado sc siguc trivialmente. W

3.6. Un gjemplo en que se verifican las condiciones pedidas anteriormente, para garan-
tizar la derivabilidad del producto de medidas.

Sean:
U="T=X = L(ls,t1), V = End (&),

W=Y = L.(¢,c0), Z = L.(€x,c0)
Q=1I=N, A =& =P(N).

Consideramos las medidas
a:P(N) = L(ly, 6), 3 :P(N) — L.(4,¢0),

i1t PIN) — Ind,(€)), p2 = P(N) — L.(41,c0)
dadas por

(}(.‘1)((!}11)"6") = (:;/_::XA("))HEN!

/ﬂ-‘”((-"’rn)neN) = (n?—ll XA(")) )

neN

I'n

p1(A) (20 )neN) = (2n/2 X“‘(")),,EN’

2( ) ((£0)nen) = (%XA(”)) N
ne

para A € T’(N), (:'In )nEN € ln,. (1-'1‘1 )nGN €.

Definimos las aplicaciones hy : €. — £1 y hy : €1 — £, por

h, ((-Tfn)ﬂEN) = (-;i'/lz),‘;eN '

hy((2n)nen) = (\/:nﬁ),.ew ‘

que son obviamente lincales y continuas: y consideramos las funciones simples

Fy =y AN N — l't:(koo-(.l)

n o o— I
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Fy=haoxn: N — FEnd.(8)

noo— hy

Las medidas a, 8, 1 ¥ p2 son contablemente aditivas para la topologia de la
convergencia en norma. Adernds. Fy (resp. F2) es una derivada de Radon-Nikodym
de a (resp. de 3) con respecto a g (resp. a pa). Por otra parte, Iopy (A) = 10 (Ao,
para todo A4 € A. Y se comnprucha trivialinente que se verifican las restantes hipdtesis
consideradas en ¢l trabajo.

Un sencillo calculo muesta directamente que la funcién simple

Fyroly=(hyoh)ynxw: NN — L.(ly, %)
(n,m) +— hyoh,

s en efecto una derivada de Radon-Nikodym de la medida producto
a®@B:AQE — L (lo, o) con tespecto ala medida py & o : A6 E — Le(44, eo).
(Nétese que

((1 & ‘3)((")((.'/11)11€N) = (2"(:—"_{_1) NG (("’a "))) N
) ne

(111 ® p2)(G)((%n)nen) = (Vﬁ-——_‘_l) X(;((","v))) ;
) neN

para cada G € AR E, (Yn)ueN € boe ¥ (n)neN € £1).
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