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CASINORMABILIDAD EN LOS ESPACIOS ESCALONADOS
DE KOTHE-LORENTZ CON VALORES VECTORIALES

Carmen Alegre Gil

ABSTRACT. In this paper we study the echelon spaces of Kothe-
Lorentz of order p, taking values in a Banach space. we shall equip
them with topologies which to arise in a very natural way and we
shall characterize their normability.

Como es usual w denota el espacio de todas las sucesiones con valores en el
cuerpo K de los niimeros reales o complejos. w es un Fréchet con la topologia de la
convergencia coordenada a coordenada y su dual es el espacio ¢ de las sucesiones con
sélo un nimero finito de términos no nulos.

Designamos por d(w, p) al espacio de Lorentz de orden p con p > 1:
d(w,p) = {z = (xn) Ew: supz [ iy [Pwi < +oo}
TED i

siendo X el conjunto de las permutaciones de los naturales y (w;) una sucesién decre-
ciente y positiva que estd en ¢g y no estd en £;.

Sea (E,||-||) un espacio de Banach con dual E'. Por w(E) notaremos el conjunto
de todas las sucesiones con valores en E:

w(EB):={z=(zn): zn € E VYneN}

Definiendo coordenada a coordenada la suma y el producto por escalares, w(E)
adquiere estructura de espacio vectorial sobre K y contiene como subespacio vectorial
al espacio ¢(E) de todas las sucesiones en I con sdlo un nimero finito de términos
no nulos. Llamaremos espacio de sucesiones con valores en E, a todo subespacio de
w(E) que contenga a ¢(E).
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Sobre w(E) consideramos la topologia dada por la familia de seminormas p,, con
neN

z = () € W(E) — pa(x) = |l2a]l .
Vamos a designar por [(E) al siguiente espacio de sucesiones con valores en E:
I(B) = {z = (an) € w(B) : (lleall) € d(w,p)} .

El espacio I(E) es normado y la norma es la siguiente:
el = sup 3 lloxcolf” w

(por comodidad la notamos igual que a la norma de E).
Se define el a-dual de {(E) como:

(EY = {u=(un) €w(E"): Y_|(zn,un)| < +o0 Yz =(2a) € (E)},

y evidentemente ({(E),{(E)*) es un par dual.

Sea (anx) una matriz infinita de nimeros reales que verifica: 0 < anr < @ k41
para todo n, k € N. Llamaremos \; al espacio siguiente:

A = {z = (2,) €w(E): (anrzn) € I(E)}.
Llamamos || - || a la norma de dicho espacio:

z € A ¥ [lzllk = l|(ankea)ll.

Damos a continuacién la definicién de los espacios escalonados de K6the-Lorentz
con valores en E y posteriormente estudiaremos la casinormabilidad en dichos es-
pacios, presentando una caracterizacion de esta propiedad en términos de la matriz

(ank).

Definicién 1. Llamaremos espacio escalonado de Kéthe-Lorentz con valores en E,
al siguiente espacio de sucesiones vectoriales en E:

A= {2 =(z2) €w(E): |lellk <+oo Vke€ N}.

A este espacio le damos la‘topologl'a definida por la familia de normas || - ||z, con
k € N. Denotaremos por A* el a-dual de A.

Lema 1. Sea V ={v=(v) > 0: supv;ain < oo Vn €N}, entonces, un sistema
fundamental de acotados de A lo forman los conjuntos vM, con v € V, siendo M la
bola unidad cerrada del espacio I(E).
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Demostracién. Vamos a probar que A = vM es acotado en A:
sup [lyll} = sup |[vz]l}
y€EA zeM

= sup su Za(i) V(i) (i) nllf Wi
sup sup Z.-:” (1) Ur(i) Gn(i)nll

< K,? sup sup i) |IP wi
> An ceM nER Z':” 7r(c)” i
< K;P
Observacién: como v € V se tiene que para cada n € N existe K,, tal que

supv; a; < Kp,

Supongamos ahora que B es un acotado de A; se tendra entonces que B estara
acotado en cada escaldn, es decir, para todo n € N existe K, > 0 tal que:

Bc{zel: ||z|ln < Ka}
Sea v; := inf, 2"t K,, a;, !, se tiene que v = (v;) € V ya que

SuUp v; ainp < ontlK,.

Nota 1: Si z = (z,,) € B se tiene:

4
1 1
il = (w’ 2 ,—)
wy Ain .

1 p
ij ajn? ||z;|IP ( 1/p
i w; " Qin

IA

1 p
ain z:|1P -
> llegn 1 (wg,,,%)
P
1
< ||z P I
< el (wg,pam)

gntifg \7
S 1/p )
'wi 7778

tomando infimos para n € N obtenemos:

IA

ll&illP < vifwi
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Luego siempre que z; sea no nulo se tendrd que v; sera también no nulo.

Vamos a probar que B C vM, para ello tomemos en primer lugar un elemento
que esté en §(E)N B. Seay= (yn) €S(E)NBysealp={ieN: y; #0},yporla
nota 1 se tiene que v; # 0 para todo ¢ € Iy luego:

1
— <sup

a .
vg 2n+11{ para todo i € I.

Por definicién de supremo, dado i € Iy existe m; € N tal que

) < (i)
vi) = \2mH K, 2|Io] llyslfPwr

Sea Np := max{m; : ¢ € Iy}, entonces para 1 < n < Ny definimos I,,:

I, = {iGIQZ n=m,r} .
Vamos a considerar la sucesién z = (2;) siendo:

7= yifvi, i€y
=0, i1

Veamos que z € M:

sup D |lzee|lPws

TED

sup Z Hzm(a)l|Pws
rEeED i

iEﬂ'—l(Io)
~|IP
= sup ?QH w.
WEE:’EW“(IO) (i)
< sup S S
T res, S L 2ol s lirws
G (i) i
— T P w,
+ (eru)HKm,,(.-)) ] el

sup ||y iy [P 2w
€S | e T 2{Lo] ||ygallPws

P
r(iym oy Wno)ll ™
+ Z (2111,,(,')-}-1 I{mﬂ_(i) Wy

‘lE‘Il'_l(Iu

4
/24 sup > (2n+1 Kn ) > Mue) anayallws

TEX n=1 iem—1(I,)

IA

IA
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No 1 b4
—_— p
<12+ (g 1o
n=

<12+ 51;
<1/241/2=1.

Veamos ahora el caso general: supongamos y € B entonces se tiene que y = limy"
[2], siendo y" la seccién n—ésima de la sucesion. Cada seccién estd en B N ¢(E)
luego aplicando el caso anterior obtenemos que para todo n € N existe una sucesién
2" = (z) en M tal que y" = vz" por lo tanto y = lim, vz". Como la convergencia
en X implica la convergencia coordenada a coordenada se tiene que y; = limy, 2 v;.

Sea z; = lim, 2*; como y € B se tendrd por la nota 1 que:
zi:{y,-/v,-, s% v; £0
0, siv; = 0.
Vamos a probar que z € M; entonces, como y = vz, se tendra que y € vM.
Para todo N € N definimos: |
B = {z}‘ siv; #0

0 siv; =0

evidentemente (h?) € M para todo n € N, ademés z; = lim, h?, luego para todo
r € N y toda 7 € ¥ se tiene que:

r r r
S Nzl ws = lim Y [z lIP wi < liminf D 1Al wi -
i=1 i=1 i=1
Tomando supremos para r € N y m € I se obtiene que z € M.

Definicién 2. Decimos que la matriz (¢, ) es regularmente decreciente si dadon €N
existe m > n tal que para todo Iy C N cumpliendo que:
. a;
inf — >0
i€l Aim
entonces a
inf 22>0 parak=m+1,m+2,...
iely Qg
Esta definicién es equivalente a la siguiente ([1] prop. 3.2): para todon € N
existe m > n tal que para todo € > 0 existe vE€ V cumpliendo que
1 €

—— S _—
Qi N
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siempre que

v < —.
Aim

Teorema 1. ) es casinormable si y sdlo si la matriz (a,r) es regularmente decreciente.

Demostracién. Supongamos que A es casinormable; entonces, dado
A=W ={yeX: |lyl|lm <1/n}°
equicontinuo en AX, existen m > n, 6 > 0 tal que si

U={yeX: |yllm <6},
AJje induce en A la misma topologia que 8(A°, A).
Por el lema anterior dado € > 0 existe v € V' tal que si B = vM entonces
ANB® C{y €A} : pue(y) < €é)
siendo pyeo el calibrador de U°.

Sea 7 € N tal que

1
v; < —
a_,-m
vamos a probar que
1 1
J— S [
ajm ag,,

Sea t € E’ tal que ||t|| = 1y sea

z:(0,0,...,tw}/paj,,,0,0,...) ;

veamos que z € ANB°: z € A = W° si [(z,z)] < 1 para todo z € W.

z=(z,)EW:

(2, 2)|P = (Z(ani)l)

i
= |(w}/? ajnt, z;)IP

1
< |[wy/® aju tllP |lz;11
= [[tlIP lajn 2;]IP wy

< Z ”1:1'(1') ar(i),n”p w;
i

< sup Z“a"r(i) An(i)nllf wi
TED i

3|

<=<1

Sea



CASINORMABILIDAD EN LOS ESPACIOS ESCALONADOS 33

(siendo T una permutacién de N tal que 7(1) = j).

Veamos ahora que z € B°: sea ¢ € B, entonces £ = vrconr € M.

P
(2, 2)IP = (Z |‘(mi,zx')|)
= |(vj rj, ajn w1 )P

= vj ajnwy’” |(rj,1)]

ajn \* p
<\ = wy ||rj]]
jm
<Y IreollP ws
:

<sup Y ey llP wi
TED i

<l

(siendo 7 una permutacién de N tal que 7(1) = j).

Hemos probado que z € B° N A, luego pyo(z) < €6, es decir,
pue(z) =inf{a > 0: z € aU°}
=inf{a > 0: Z(:c,-,z;) <a VzelU}

=inf{a > 0: (gjrwit,z;) <a VreU}
= sup{(ajn w1 t,2;), z € U}
<e€b.

Obsérvese que esta desigualdad es independiente de ¢, luego es cierta para cualquier
elemento de E’ de norma. 1.

Varmnos a tomar
z=(0,0,...,(6/ajmw1)y,0,0,...),

siendo y un elemento de E cuya norma vale uno. Si aplicamos el teorema de Hahn-
Banach encontramos un elemento u en E de norma uno verificando que (u,y) =

llyll- Se comprueba con facilidad que z estd en U entonces, teniendo en cuenta la
observacidn anterior, se tiene:

' 5
€6>{ajpwru, Y
Ajm W1

— Ddjn w1 (u,y)

Ajm W1
— 5 Lin
Ajm
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por tanto a;,/a;m, < €.

Veamos ahora el reciproco: supongamos que A es equicontinuo en A*, es decir,
existe un k£ € N tal que A C U° siendo U el conjunto:

U={zeX: |lzlle < 1/k}.

Aplicando la hipdtesis, existe m > k tal que para todo € > 0 existe v € V cumpliendo
que si v; < 1/a;,, entonces
1 e 1
_—
aim ~ 4k ag
SeaW={ze€A:lz|lm <1/m}, W CU,luego A C U° C W°. Vamos a probar
que Ajy. induce en A la misma topologia que (A%, X).
Consideremos z un elemento de A y N un entorno de z en A}},, restringida a A:
N={ye€A:pwe(y—=z) e}
Dado B = vM acotado de A, consideramos N* el siguiente conjunto:

N :={yer*: :gg Z‘(Ii_y yi — 2i)| < €/(2k)}.

N” es B(A*, )) entorno de z, vamos a probar que NANAC N.
Sea y € N* N A veamos que (1/¢)(y — z) € W°; sea z € W, entonces:

o,y =2 =1 i s — =)
<Y Neiy— )+ D i, — z)

iel i€l

siendo I e I los conjuntos:
L :={icN:v;>1/aim}
I, := {2 eN:y< l/aim}

evidentemente si ¢ € I; entonces v; > 0, ya que que 1/a;, > 0.

' 1
z s ys — )| = E — i,y — =) v
: Lt y;
i€l . i€l
< E Kzi,yi — 2i)| Gim vi

il

<Y aim vi i, 95 — 22)

iel,

€

—- 1
<35z (1)
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(la dltima desigualdad se ha establecido teniendo en cuenta que la sucesién (aim v;;)
estd en vM = B)

PICRTEENEDY aL (i, v — zi)] aim

iely iel; "
1 €
<D iy v — z)] = aim =
. @ik 4k
iels
€ (i, ¥i) Gim | € (25, 2i) aim
cp oy lutle o 5l
& T i T o
€ <a:,; @im > € T Uiy
=1 2w +‘“Z<—.’Zi>-
4k‘ ieN ik 4k‘ iEN aik

La sucesién ((aim/aix)z;) € ([7)°;'siendo U ={z € X :|lz|lx <1/k}. Vamos a
probar que U° = (U)°.

Sea y € U°, si & € U se tiene que z = limz™ [2] siendo 2" la seccién n—ésima de
z. Asi, (z",y) < 1ya que 2™ € U para todo n € N, luego y € (U)°. La otra inclusién
es evidente.

Asi pues, como y,z € A C (U)° y la sucesién ((a;m/a;)z;) € U obtenemos que:

€ € €
iezl:l(xi,yi—zi)|<@;+z,;<§ (2)

Aplicando las desigualdades (1) y (2) se tiene que:
€ €
e, y—2l+5+5<e

luegoy—z €eW.
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