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ESPACIOS DE FRECHET
DE GENERACION DEBILMENTE COMPACTA

M. Valdivia*

ABSTRACT. Let E be a Fréchet space whose topology is defined
by a fundamental system of seminorms:

-l gl e <<l fln <o

Let p be the first ordinal number whose cardinal number co-
incides with the density character of E. Then, if E is generated by
an absolutely convex and weakly compact subset W, there exists a
resolution of the identity in E

{Po:w <a<p}
such that

”Pa”m:l) Pa(W)va WSGS/J, m:1:2,"'

1. Introduccién y notaciones

Los espacios vectoriales utilizados aqui estdn definidos sobre el cuerpo K de los
niimeros reales o complejos. Si K es el cuerpo real, ponemos H para el cuerpo de
los nimeros racionales; si K es el cuerpo complejo, H significa el cuerpo de todos los
nimeros de la forma a + bi, con e y b racionales.

* Subvencionado en parte por CAICYT.
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Dado un par dual (E, F), escribimos o(E, F) para la topologia débil sobre E
definida por F'y la forma bilineal (-, -); si A es un subconjunto de E, A° es el conjunto
polar de A en F y At es el subespacio de F ortogonal a A, L(A) es la envoltura lineal
de A.

Dado un espacio de Fréchet E, su dual topoldgico se representa por E'; si u estd
en E' y z en E, ponemos (z,u), y también (u, z), en vez de u(z); un subconjunto A
de E se dice que genera E si L(A) es denso en E. Diremos que el espacio de Fréchet
E es de generacién débilmente compacta cuando existe un subconjunto W en E,
absolutamente convexo.y débilmente compacto, que genera E. En el caso en que E
sea un espacio de Banach, ponemos también E* en vez de F'.

Dada la norma p sobre un espacio vectorial G, escribimos (G, p) para el espacio
normado correspondiente.

Si 7 es una topologia sobre un conjunto A, y B es un subconjunto de A, repre-
sentamos por B[r] el conjunto B dotado de la topologia inducida por .

Si T es una proyeccién continua en el espacio localmente convexo E, T es la
proyeccién en E’ conjugada de T'. Si E es un espacio de Banach, ponemos también
T* en lugar de T". '

Dado un conjunto A, |A| es su nimero cardinal; si a es un nimero ordinal, |c|
es el nimero cardinal de a. Si E es un espacio localmente convexo, su caricter de
densidad d(E) es el primer nimero cardinal tal que E tiene un subconjunto denso A
tal que |A| = d(F). w es el primer ordinal infinito.

Sea I el operador identidad en un espacio de Fréchet no nulo E. Sea u el primer
ordinal cuyo nimero cardinal es d(E). Decimos que una familia

{Poiw<La< p}
de proyecciones en E es una resolucién de I, si dicha familia es equicontinua,
|Po(E)| < o],  w<a<y,
P,=1,

PioPs=Ps=PsoP,, w<B<a<p,

y cuando « es un ordinal limite mayor que w, la clausura de

U{P,,:wgn<oz}

coincide con P,(FE).
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El Teorema 1 en el apartado siguiente se debe a D. Amir y J. Lindenstrauss.
Hemos incluido una prueba porque simplifica drésticamente la publicada en [1], in-
cluso es mas simple que la prueba topolégica de S. P. Gul’ko [2]. Ademds, nuestra
demostracion se extiende directamente al caso de espacios de Fréchet, como ponemos
de manifiesto en el Apartado 3.

2. Un teorema de Amir-Lindenstrauss

Lema 1. Sea (X,]||-||) un espacio de Banach generado por un subconjunto W
absolutamente convexo y débilmente compacto. Sean Ag y Bo subconjuntos infinitos
de X y X*, respectivamente, y sea A un nimero cardinal tal que |Aq| < A, |Bo| < A.
Entonces existe una proyeccién continua T en X de manera que

1) T(X) D Ao, T(W) C W, ||T|| =1 y d(T(X)) < A
2) d(T*(X*)o(X", L(W)) < A

3) T*(X™*) D By.

4) T*(X*) es o(X™, L(W))—cerrado.

Demostracién. Tomamos un subconjunto My en L(W) cuya clausura'en X contenga
a Ao y |Mo| < A. Ponemos |- | para las funcionales de Minkowski de W en L(W)
y de W° en X*. Procedemos por recurrencia y suponemos que, para un entero no
negativo n, hemos construido M, C L(W) y B, C X" tales que |[Mn| < Ay |Ba| < A
Sean C, ¥y D, los conjuntos de todas las combinaciones lineales sobre H de M, y By,
respectivamente. Dado un ¢ € X (z € X*), denotamos por u; € X* (uz € L(W)) un
elemento tal que

luell =1, Jlall = (@u2) (el =1, |zl = {2, uz)).

Definimos
My = Cp U{ug 1 2 € Dyp},

Bny1 = DpU{uz : z € Cpn}.

Ponemos E y F para las clausuras de | J0o; My, ¥y Unzy Bnen (X,]-]) ¥ (XD,
respectivamente. Puesto que M,41 D Cr ¥ Bny1 D Dy, resulta que E y F son
espacios vectoriales. Se deduce de W absolutamente convexo y débilmente compacto
en X que F es o(X*, L(W))-cerrado. Obviamente, E* es o(X*, L(W))—cerrado,
d(E) < Ay d(Flo(X*, L(W)]) < X

Dados z € E, z € FL y € > 0, hallamos un entero positivo n y un t € Mp de
manera que ||z —t]| < €. Entonces
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lell < llz =t + it
< e+ (t,u)
=e+ (t+ z,u)
< et Ifa+ z,u +1(t - 2, u)]
< e+ o+ 2] + it — ol

<Hle+zf|+2¢ ' (1)
y, en consecuencia,
llzl| < ll= + =]l. (2)
Anslogamente, dados £ € F, z € E* y ¢ > 0, hallamos un entero positivo n y
un t € B, de manera que |z — t] < ¢. Entonces se verifica (1) cambiando || -|| por |- |
y, por tanto,
|z| < Je + 2. (3)

Se deduce de (2) que EN F = {0} y que la proyeccién T' del espacio normado
E + F! alo largo de F't tiene norma uno. Resulta de (3) que F N EL = {0} y, por
consiguiente, £+ FL = X. Se obtiene también de (3) que |T*| = 1 y asi T(W) C W.
La conclusién se sigue observando que T(X)=Ey T*(X*)=F. &

Teorema 1. Sea (X, || -||) un espacio de Banach no nulo generado por un conjunto
W absolutamente convexo y débilmente compacto. Sea u el primer ordinal tal que
lu| = d(X). Entonces existe una resolucién de la identidad en X,

{Po:w<La<p}
de manera que ||P,|| =1y Po(W) C W, paraw < a < .

Demostracién. Si d(X) = Rg, ponemos P, para la aplicacion idéntica en X y la
conclusién es obvia. Supongamos ahora que d(X) > Rg. Sea {z, : ¥ < p} un conjunto
denso de X. Determinamos un operador T en X que cumpla las condiciones 1} y 2)
del Lema 1 para Ag = {2z, : ¥ < w} y A = ®y. Denotamos por P, dicho operador
T. Procedemos por induccidén transfinita. Tomamos w < e < y y suponemos que las
proyecciones en X,

{Ps:w<B<a}

han sido definidas de manera que se verifican las condiciones 1) y 2) del Lema 1 para
T =Ps, A=|Bly Ao = {z, : v < §}. Suponemos ademds que

PooPr=F =FohF, w<<p<(<a.
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Si @ no es un ordinal limite, hallamos un ordinal ¥ tal que ¥ +1 = & y tomamos

dos subconjuntos densos A, y By en P,(X) y Py(X*)[o(X*, L(W))], respectivamente,
tales que

|4, = d(Py (X)), |Byl =d(Py(X")[o(X*, L(W))]).

Aplicamos el Lema 1 y obtenemos una proyeccién T' en X que verifica 1), 2), 3) y 4)
para

Ao = Ay U{z, v < a}, A=|el, By = Bg.

Denotamos dicho operador T' por P,. Obviamente, Po(X) D Py(X) y, puesto que
P3(X*) es o(X™, L(W))-cerrado, P;(X*) D Py(X*). Consecuentemente

PyoPy=P)=P,0oP,, w<n<ea. (4)
Si & es un ordinal limite, ponemos
E:=|J{Ps(X):w< B<al,

F .= ﬂ{Pﬁ—l(O) w<pB < a}.

Sea B la bola unidad cerrada de X. Si u estd en B°, la red
{P;'(u):w< B <a}
estd en B° N F1 y tiene un punto o(X*, X)-adherente v en B° N FX. Puesto ciue
u—PE(u)GPp(X)l, w<f<a,

resulta que
u—vEﬂ{Pp(X)J' w<fB<a}=E,

de aqui que E+ 4+ F = X* y, por tanto, si E es la clausurade E en X, ENF = {0}.
Si m es un entero positivo y ¢ estd en BN mW, la red

{Ps(z) :w < B <a}
tiene un punto adherente z en EN B NmW. Puesto que
z—P(z)€P;(0), w<f<a

resulta que z—z estd en F'. Por tanto, E4+F = X y, si ponemos P, para la proyeccién
de X sobre E a lo largo de F, se verifican, obviamente, las condiciones 1) y 2) del
Lema 1 para

T = P,, Ao ={z, :w<v<a}l, A=lal
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Por otra parte,
Pp(X) C Po(X),  PR(X")CPYX"), w<f<a,
por lo que
PﬁOPa:PQOPﬁ:-Pp, wS,@Sa

Finalmente,
' {z, 1 v < p} C PuX),

y asi P, es el operador identidad de X. Obviamente,
{Paiw<a<p}

responde al enunciado del Teorema 1. M

3. Espacios de Fréchet de generacién débilmente compacta

Lema 2. Sea E un espacio de Fréchet generado por un conjunto W absolutamente
convexo y débilmente compacto. Sean Ao y By subconjuntos infinitos de E y E’,
respectivamente, y sea A un nimero cardinal tal que |Ag| < A, |Bo| < A. Si

<z <. <l <

es un sistema fundamental de seminormas continuas de E, existe una proyeccidén
continua T en E de manera que

) T(E)D Ao, TW)C W, |[T|lm =1, m=1,2,..., d(T(E) < A

2) AT(E")[e(E', LW))]) < A

3) T'(E') D By.

4) T'(E') es o(E', L(W))—cerrado.
Demostracion. Sea ,

Won={z€E:|z|ln <1}

y sea || - ||m la funcional de Minkowski de W2, en L(W},), m = 1,2,.... Procedemos
como en la prueba del Lema 1, cambiando X por £ y X* por E’, y suponemos
que, para un entero no negativo n, hemos obtenido M,, C L(W), B, C E', y sus
envolturas lineales C,, y D, sobre H, respectivamente. Dados z € E (z € E') y un
entero positivo m, denotamos por u, € E' (u, € L(W)) un elemento tal que

e mlln =1 2|l = (2, uzm) (]le =1, |z|=/{=, Uz))
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Definimos i
Mpy1 = CaU{uy : 2z € Dy},

Bny1 =DpU{ugm:2€Ch,m=1,2...}.

Ponemos G y F para las clausuras de Up2 M, y UpL Bpen E'y (E',]-]), respectiva-
mente. Gy F son espacios vectoriales, F 'y G* son o(E’, L{(W))—cerrados, d(G) < A
y d(Flo(E', LW < M

Dados z € G, z € FL, ¢ > 0 y un entero positivo m, hallamos un enetro positivo

nyt € M, de manera que ||z —t|| < . Entonces se tiene (1) cambiando || - || por
[l - |lm ¥ u: por usm. Consecuentemente,

lzllm < llz + 2llm, m=12,...

Dados ¢ € Gt, z € Fye>0, hallamos un entero positivo n y un t € B, de
manera que |z —t| < ¢. Entonces, igual que en la prueba del Lema 1, resulta que

o] < |z + 2|+ 2¢

y, por tanto,
|z] < le + 2|.

Se razona ahora analogamente a como se hizo en la prueba del Lema 1 y se
obtiene que la proyeccién T en el espacio G + FL = E sobre G a lo largo de Ft
responde al enunciado del Lema 2. H

Teorema 2. Sea E un espacio de Fréchet no nulo generado por un conjunto W
absolutamente convexo y débilmente compacto. Sea p el primer ordinal tal que
ol = d(X). Si

-l <l < <l <20

es un sistema fundamental de seminormas continuas de E, existe una resolucién de
la identidad en E,

APy :w < a<pu},
de manera que ||Pollm =1, Po(W) CW,w<a<p, m=12,...

Demostracién. La prueba és igual a la del Teorema 1 hasta las igualdades (4), cam-

biando X por E y Lema 1 por Lema 2. Supongamos ahora que o es un ordinal limite.
Ponemos

G:= U{Pﬁ(E) ‘w < B <al,
F = ﬂ{Pﬁ—l(O) tw < B <al.
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Dados un entero positivo m y un u en W2, la red

m
{Pj(u) :w < B <a}
estd en W N FL y tiene un punto o(E’, E)-adherente v en W2, N FL-. Puesto que
u-P(w) € Bo(B)Y, w<B<a

resulta que

u—v e {Ps(E):w<B<a} =G,

de aqui que Gt + F1 = E' y, en consecuencia, si G es la clausura de G en E,
GNF = {0}. Si r es un entero positivo y z estd en W, NrW, la red

{Ps() :w < B < a}
tiene un punto adherente z en G N Wy, NrW. Puesto que
z—Pp(z) €P;'(0), w<B<e,

resulta que  — z estd en F'. Por tanto, G+ F = E. Si ponemos P, para la proyeccién
en E sobre G a lo largo de F', resulta que se cumplen las condiciones 1) y 2) del Lema
2 para

T:Po(, A0={-’L'u3w§’/<01}, |A|:|a|

Ademas
Pgo Py, =Pz =F,0P;.

Finalmente,

{Po:w<a<gu}

responde al enunciado del Teorema 2. W
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