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ABSTRACT:

A
We give a representation of the completed tensor product E ? F under
k

certain hypotl/:zesis and we obtain a gufficient condition for the topological iso-
morphism E §k (1111)1 F.) 2111_11 (E ?k F).

1. INTROD UCCION.

En este trabajo se estudia la topologfa tensorial e en el producto tensorial
E ® F de los espacios localmente convexos E y F, deducida de la tensor norma
dual de la tensor norma d; ' de Saphar, y se obtiene un teorema de representa-
cion del espacio completado E §k F bajo ciertas condiciones sobre E y F, me-

diante la introduccion de un espacio apropiado de aplicaciones lineales. A conti-
nuacion, se usan estos resultados para estudiar el comportamiento del e, —pro-
ducto tensorial completado frente a los limites inductivos, obteniendo un teore-
ma de conmutabilidad en el caso particular de un tipo especial de espacios y de
limites inductivos.

Consideraremos espacios vectoriales sobre el cuerpo K de los nimeros reales
R o de los complejos €. Si E es un espacio localmente convexo, se representara
porUs(E) un sistema fundamental de entornos del origen cerrados y absoluta-
mente convexos. Si U €Wb(E), se denotara por py €l calibrador de Minkowski
de U,y por Eyj el espacio cociente normado asociado. Si B es un acotado absolu-
tamente convexo y cerrado de E, se designaréd por Eg el espacio generado por B.
provisto de la norma pg definida por el calibrador de B. Respecto a la dualidad
y topologias derivadas de un par dual, se seguiran las notaciones habituales (ver
por ejemplo [81).

* Subvencionado por la Comision Asesora de Investigacion Cientifica y Tecnica, proyecto
n® 0258/81
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Si k es un nimero real, k > 1, k' ser4 siempre el nimero conjugado, es decir,
el que cumple 1/k + 1/k’ = 1, tomando 1’ =ee, Sean E y F espacios localmente
convexos y k 2 1. La topologia en E ® F derivada de la tensor norma d, de
Saphar (ver [4]), esta definida por la familia de seminormas {d KU,V U &Us(E),
Vv EU(F)}, siendo, para cadaze E® Fy k> 1

. nikNLK k\1/k
di,u,v(®) =inf up, (12 |0, X)Lk (2 pyO) )

m
y tomando el infimo sobre todas las representacionesdez= Z x;® y;.
i=1

Sik =1, se define

m
d) yy@=inf sup sup 14x;, X (Z pyGy)
x'eU° 1 <i€<m i=1

tomando el infimo sobre todas las representaciones de z como antes. El pro-
ducto tensorial E @ F con esta topologia se denotard por E ? FycuandoEy
k

A
F sean separados, su compleccidn se representard por E ? F.
k

La topologia en E ® F derivada de la tensor norma dual de dy. (ver [6] y
[1] para este concepto), se denotard por €, y E er FyE ? F sera el espacio
k k

E ® F provisto de la topologia € y su completado cuando aquél sea separado.
Se sabe (ver [1]), que la topologia €, en E ® F estd definida por la familia
seminormas {€ v, U EULE), V €Ws(F) } siendo, para cada z ¢ E®F

ek,U,V(Z) = sup { [z, w)lwe E ® Fyo, dys yo, yol(w) < }

La topologia en E ® F derivada de la tensor norma transpuesta de la dy esla
topologia g, de Saphar (véase [6]). El producto E ® F con esta topologia y su
complecc10n si E y F son separados, se denotaran respectivamente por E ® F

Ex

v E ® F. Se dice que un espacio de Banach E tiene la propiedad de aproxima-
Bk

cion de orden k,k 2 1, si para todo espacio de Banach F, la aplicacién canénica
de F ® E enZ(F', E) es inyectiva. Si k = 1 este concepto coincide con la pro-

pledad de aproximacion ordinaria. Se sabe que todo espacio de Banach que tiene
la propiedad de aproximacion también tiene la propiedad de aproximacién de
cualquier orden k 2> 1 (véase [6] para estas ideas, que es donde se introducen po1
vez primera). En cambio, existen espacios de Banach con la propiedad de aproxi-
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macion de cierto orden k > 1 que no tienen la propiedad de aproximacion

(ver [5]).
2. LA TOPOLOGIA TENSORIAL €.

Vamos a considerar una serie de espacios con el objeto de dar una represen-

tacién del espacio E (e& F en términos de aplicaciones lineales. Este objetivo se
k
logrard en este trabajo Ginicamente para ciertos espacios E y F. El conjunto de los
numeros naturales no nulos serd IN.
Si E es un espacio de Banach y 1 <<k < oo, el espacio de las sucesiones de E

débilmente k-sumables se define para 1 <k <eo como
' |
25(E) ={ (x) € By (B) ((xp) =

m
sup{( 2 166091, x" e B! Ix1 <1} <w}
-

y para k = como

2(E) = {(xj) ¢ EN/e_(E) (%)) =sup sup { lx,xHL x" e B, IX'11<1 } < °°}
iEN

El espacio de las sucesiones de E absolutamente k-sumables se define para
1 <k < como

(E] ={ ) e BN /m (B) (1) =( 2 I YLK < oo )
i=1

y para k = como

0 [B] ={(x) e EN/mgB) ()= sup Ixjll <o}
ieN

Es fdcil probar que e, (E) ((x;)) y m (E) ((x;)) son normas en los espacios res-
pectivos, con las cuales ademads son espacios de Banach.
Sea ahora E un espacio localmente convexo y 1 <k < oo, Definimos

KEY= U eRE)
U €WU(E)



266 J.A. Lopez Molina

KET= U FE]
U €U(E)

y el a—dual de 2¥[E']

@ ED ={(x) e EN/ T [4x;, xp 1< oo ¥ (x,) e &X[E']
i - X i

i=

Obsérvese que en estas definiciones no se considera ninguna topologia en E'. A
partir de estos espacios, dados los espacios localmente convexos E y F y
1 <k <eo, definimos el espacio Jy (E,F) siguiente

JW(BF)={feZ(E [B(E,E))F [o (F, F)/(RXEY) € @ TFD* }
Para definir una topologia en J, (E,F) demostramos dos lemas:

LEMA 1. Sea | <k <. Sean E y F espacios localmente convexos y U e‘IL(E).
Sea f € J,(E,F). Entonces el conjunto de sucesiones

B={(fe);™ | / (D €2 ELe) ¥ e(Eye) (<1}

es o (8 [E'])¥, & [F'Tyacotado.

Demostracién. Sea (y;) € K [Fy sea V QU(F) tal que vj) € Qk [Fyo]. Para
cada n € IN sea G, la forma lineal sobre Qk(E'Uo) definida por

V (x}) e 25(E}0) G, ((x)) = > <f(x}), y) >
i=1

Para cada i e N la aplicacion P, de Qk(E'Uo) en E'Uo definida por
V) eXEyo) P =x

es continua, porque si H es la bola unidad cerrada de (Ebo)' se tiene para
1<k oo
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Puo ()= sup Kx",xpl< sup ((Z Kkx,x) X =g (BL) ().
x'eH x"eH j=1

Sik = oo, se llega al mismo resultado cambiando el sumatorio por
sup { Kx", xj ), j e N }. Entonces, como la inclusién de Eljo en [E', B(E', E)] es
continua y f e J (E,F), resulta que G, es continua en Qk(E'Uo). Al ser U°
o(E',E)-compacto, este ltimo espacio es de Banach. Como

GO = T <Mdyl> = hm G, (),

i=1 n —> o

por el teorema de Banach-Steinhaus, G es continua en !Zk(E'Uo) y por tanto
acotada en su bola unidad. c.q.d.

LEMA 2. Sea F un espacio localmente convexo. Sea V ECU)(F) yl<k<oo,
Entonces el conjunto

B={ (4D e [Fyol / 7 (Byo) (W) <1}
es o 2 [F'], @ [F']*}-acotado,

Demostracion. La demostracion es andloga a la del lema 1 usando la aplicacion
F,: % [F} 0]~ K definida por

n '
Fa@= 2 <ynyi> nelN (v e (@ [Fyo)*.
i=

c.q.d.

Sean ahora E y F espacios localmente convexos y sea U e%(E) y V EW(F).
Sea ] k< ey sea B la bola unidad cerrada de Qk(E'Uo) y H la bola unidad
cerrada de gk [Fyol Sea f e Ju(E,F). Por el lema 1, { f((x;)), (x;) e B} es
o (2% [Fyo], gk [Fyo]racotado. Como H es completo, por el lema 2 y el
teorema de Banach-Mackey, es fuertemente acotado. Por tanto

V fel (EF) Iy y = sup” sup | T <), yp> <o
(Xi)EB (yi)EH i=1

es una seminorma en Jy (E,F). Es ficil ver que la topologia generada en J(E,F)
por las seminormas { Ity v, U EW(E), V €UF) } es Hausdorff. Considerare-
mos siempre esta topologia en J; (E,F). Es facil ver que
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"f"U,V = sup sup Z Kfxg), ypl
xpeB (peH i=1

ya que si (y;) € H, para toda sucesién de escalares (a;) tal que la;| < 1VieN,
también se cumple que (a; y}) € H. Se tiene ahora el siguiente resultado;

PROPOSICION 1. Sean E y F espacios localmente convexos y sea 1 <k <woo.
Entonces E ? F es un subespacio de J| (E,F).

k
Demostracion. Sea

n
z= Z x;®y; eE® F
i=1 k

que define un elemento f, e J(E,F) de forma univoca mediante la férmula

n
Vx' eE f,(x")= '21 <x3,x >y
i=

como es ficil de comprobar. Sea U €Us(E) y V €WL(F). Sea B ta bola unidad
cerrada del espacio dual de Ejo. Sea () una sucesion en Ey;o tal que

a= sup ( Z |()‘:",xjf)lk)1/k < oo
x'eB  j=1

y sea (y}) una sucesion en Fyo tal que

o KK
(2 Gy 0 e si1<k
j =
b =
SUp  Pyo (y}) sik=1
jeN

sea finito. Para cadaj ¢ IN, sea yj ¢ F' tal que

n
(2 <x;,x

i is A
i=1 !

n
>y yJ{ no= <_21<x- x> yi,Y]5>
i=
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Y Pye (y}) = pyo (?Jf). Para cada h e IN definamos entonces

h
wh= 2 xj ® yj € Epo ® Fyo

Entonces

h h ' '
woikal/k, & iK'\ /K
e’ yo,vo (M) < o (j?1|<x Y (j§1 @y <ab

y por definicién de €U,y

h n
ij1 j;El <xp x> <y ¥i> = 1<z, wy > < ab- gy 4(2)

y como esto es vdlido para cada h € N, se tiene que
=] o n
It Epy;>i= 2 I< 2 <xp X >y v > | =
j=1 j=1 i=1

oo n Eod n
= % | Z <xi,xjf><yi,yj>|=| T I <xi,xj><yi,YJf>l<
_ j=1 i=1

j=1 i=1

<ab Ek,U,V(Z)

y tomando a=b =1 queda
If, "U,V <€ ,U,V(Z)

Por otra parte, siw € Ebo ® F'Vo es tal que dk’,Uo,vo(W) <1,dadoe>o
suficientemente pequefio para que dy ' yo yo(w) + € <1, existe una represen-

tacion de w

I
_ ' !
w = '2 Xj ® y;
i=1

tal que
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T
sup (2 I<x", x> < @, m + o< )
%' €B j=1 e

. k1 k! 17k’ .
(_E1 (Pyo () )< (g’ o yo(w) + o'’ <1si1<k (2)
J=

SUp  pyo(¥)) < (d) yoyolw) + € < 1 sik=1 (2)
jeN

(véase el trabajo [6] para los detalles de estas construcciones, al definir las
tesnsor normas dy). Entonces, por definicion de e y; (z) y de If, I, ,, y por

1)y 2)es

r n
e uv® = sup 'Z 2 <xpx><yuyj>l=
dkonVO(w)<l j=1 1i=1

I
= sup I Z < (x).y;> I < I,y
dk’,UOVO(W)<1 j=1 ’
con lo que

Iif, "U,V =€ yv®
quedando asi demostrada la proposicién. c.q.d.
Interesa ahora un teorema semejante al anterior respecto a la compleccién

de E ? F, al menos para ciertas clases de espacios E y F. De momento se tiene
k
el siguiente resultado:

PROPOSICION 2. Sean E y F espacios localmente convexos siendo F completo.
Sik =1, el espacio J;, (E,F) es completo.

Demostracion. Consideremos el e-producto de Schwartz E € F que se define
como el conjunto de las aplicaciones lineales y continuas de E' dotado de Ia
topologia de la convergencia uniforme en los compactos de la compleccién 1:3, en
el espacio F. En E € F se considera la topologfa de la convergencia uniforme en
los equicontinuos de E'. Con esta topologia y bajo las hipétesis del enunciado,
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E € F es completo (véase [3] para una demostracion, jpég. 345). Sea ahora
{f,, 2a€ A} una red de Cauchy en J(E,;F). Al tomar limites al variar a € A en
las sumas parciales que expresan la condicion de Cauchy de lared {f,, ae A}, se
comprueba ficilmente que esta red converge puntualmente a una funcién lineal
f:E' > F y que si se prueba que f ¢ E e F también serd f un elemento de J(E,F)
e incluso serd el limite de {f,,ae A} en J((E,F). Ahora bien, si {f,,aeA} es
de Cauchy en Jy (E,F), también lo es en E € F y como este espacio es completo,
feEeF.cqd.

Sean ahora E y F espacios normados. Para k > 1, representaremos por
Sk(E,F) el espacio de las aplicaciones lineales continuas de E en F que transfor-
man las sucesiones de E débilmente k-sumables en sucesiones absolutamente
k-sumables provisto de la topologia deducida de 1a norma

VTe SYEF) ITI = sup]( s ITGx)I K, e (B) ((xi))<l:
i=1

i=

En [7], Saphar prueba el siguiente resultado:
Proposicion A. Sea 1 <k <o, Sea E un espacio de Banach reflexivo que verifica
la propiedad de aproximacion de orden k' o bien un espacio de Banach con dual

separable y cuyo bidual tiene la propiedad de aproximacién de orden k'. Entonces,
para todo espacio de Banach F se tiene la igualdad topolégica ‘

PEVAN
SY(EF)=E & F.
€k

Se verifica entonces el siguiente teorema para el caso de espacios localmente
Convexos:

TEOREMA 1. Sea 1 <k <<°. Sea E un espacio localmente convexo tal que para
todo U (:'ICUJ (E), el espacio Ey seareflexivo y Ebo tenga la propiedad de aproxi-
macion de orden k'. Entonces, para todo espacio F localmente convexo y com-
pleto se tiene el isomorfismo topologico

A

E® F = Jk(E,F)

€

Demostracion. En virtud de las proposiciones 1 y 2 se verifica la inclusién

E®F C I(EF)
€k

Veamos que esta inmersién es exhaustiva. Sea f ¢ JWEF) y U cho(E) y
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v ecl’L(F). Sea B la bola unidad cerrada de Qk(Ebo) y Hla bola unidad cerrada
de £¥ [F'V<J }. Consideremos el entorno de f en J} (E,F) siguiente:

W={geJk(E,F)/ sup sup Z I<@EhEDy;>I<1
(x) €B (YDEH i=1

Como f (&K (Eye)) C (2% [Fyo])*, para cada i e IN sea z; € V° tal que
py (f(x)) = < f(x;), Z >. Es evidente que para cada sucesion de escalares (a;)
tal que

(2 1)V <1
i=1

la sucesion (aiz;) € H. Entonces, por el lema 2 se tiene que

( B (py DN E = ( z <f(x), >0k =
i=1 i=1

= sup{l DOt yg>1, (T lak)lk <1}<oo
i=1 i=1

con lo cual, si llamamos Ky, a la proyeccién canénica de F sobre lA:V, se
tiene que la composicion de aplicaciones Ky of € sk (Egye, FV). Por la proposi-
cién A de Saphar.

Kt A _ , ;A A A AN _ A
Kyof e S (Eye Fy) = (Bye) 8 Fy =By ® Fy =By B Fy

luego existe Z € E; ® Fy, tal que Kvof — Z pertenece a la bola unidad de
€k
JK(Ey-Fy). v pasando a E é® F mediante representantes, obtenemos un
k
zeE é® F tal que f-z e W. Como U y V son arbitrarios, f es limite de una red
k

de CauchyenE ® F,luegofeE @ F.c.q.d.
3% €k

Como ejemplos de espacios E que cumplen las condiciones del teorema 1,
se puede citar a los espacios escalonados de K6the de orden k > 1, construidos
sobre un espacio medida localizable y con la propiedad de los subconjuntos
finitos. (véase [4] para la definicién y propiedades de estos espacios).

Para estudiar posteriormente el comportamiento de la topologia €, frente
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a los limites inductivos, necesitamos el siguiente resultado de Valdivia, que en
[9] caracteriza la clase I de los espacios localmente convexos F que tienen la
propiedad de que toda aplicacién lineal con grifica cerrada de un espacio tone-
lado E en F, es continua:

Proposicion B. Sea E un subespacio de codimensidn finita de un espacio de Baire
G. Sea {F_| :;1 una sucesién creciente de espacios de clase I'| tal que cada

inclusion I:F - F_ . sea continua. Sea

con la topologia limite inductivo de los espacios F_, n € IN. Sea u una aplicacion
lineal de E en F con gréfica cerrada. Entonces existe n ¢ N tal que u(E)C F | y
u es continuade Een F.

Tenemos entonces el siguiente teorema:

TEOREMA 2. Sea E un espacio localmente convexo tal que [E’, 8 (E', E)] sea un
subespacio de codimension finita de un espacio de Baire G. Sea

s . . . - oo .
un limite inductivo de una sucesion creciente {F_} _, de espacios de clase I' ,

respecto a las inclusiones continuas I :F = F ., n e Ny que cumple la condi-
cidn siguiente:

(w-k-AR): para cada n € N, existe m > n tal que si { X} :1 es una sucesion
k-absolutamente sumable en F y cuyos términos x; pertenecen a F| para cada
i e N, entonces {x,} :1 también es k-absolutamente sumable en el espacio
F,.

Entonces se verifica

I(EF) = U I(EF,)

n=1

Demostracion. De la hipbétesis se deduce que para todo n

3 (B,F,) C I (EF,, ) C I (EF)
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Reciprocamente: Sea f € J, (E,F). Entonces f es continua de [E', B (E’, E)] en F
y por tanto tiene grafica cerrada en [E', § (E', E)] x F. Por la proposicién B de
Valdivia, existe n € IN tal que f(E) C F y f es continua de [E’,  (E', E)]en F .
Finalmente, si {xn} :;1 e 2K (E), la sucesién {fx )} ;1 estd en F y es
k-absolutamente sumable en F, luego por la condicion (w-k-AR) existe m > n
(solo dependiente de n) tal que { f(xn)};i1 es k-absolutamente sumable en F_,
luego f € I (E,F ;). c.q.d.

2. ek—ESPACIOS Y LIMITES INDUCTIVOS

Definicion. Sea 1 <k < o= Se dice que el espacio localmente convexo E es un
€, —espacio si para todo espacio localmente convexo F y todo subespacio cerra-
do H de F se verifica que

I ®K;:E® F — E @ F/H
€k €k
es un homomorfismo, siendo I la identidad en E y Ky la proyeccién canénica de
F sobre el cociente F/H.

Como ejemplo de e —espacios tenemos aquellos espacios E que cumplen la
condicién de que, para todo espacio localmente convexo F se tiene

ya que en tal caso, como dy* es una tensor norma proyectiva por la derecha, para
cada localmente convexo F y cada cociente separado F/H es

E®@FH=E® FFH=~(E ® F)/(E® H =(E ® F)/(E ® H)
€x di! dg’ €k

En particular, todo espacio nuclear es un €, —espacio

Se dice que un espacio localmente convexo E tiene la propiedad numerable
de los entornos si para toda sucesion { U} :';1 de entornos del origen, existe
una sucesion de escalares {a_} ;ozl tal que

oo
n=1

también es entorno del origen. Se sabe que cada gDF espacio, tiene la propiedad’
numerable de los entornos.

Podemos ahora dar un teorema respecto al comportamiento de la topologia
€ respecto a los limites inductivos:
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TEOREMA 3. Sea | <k <, Sea Eun € —espacio con la propiedad numerable
de los entornos, tal que su dual fuerte sea de codlrnensmn finita en un espacio
de Baire y tal que para todo U ¢ U, (E), el espacio EU sea reflexivo y E; ye tenga
la propiedad de aproximacién de orden k'. Sea F

s . . . I . [>=] .
un limite inductivo de una sucesién creciente {F_} -, de espacios de clase T

completos tal que cada inclusion I,:F, = F_,; es continua y se cumple la con-
dicion (w-k-AR). Supongamos que F sea completo. Entonces

AN o~ 1 A
E'ef (lgn F )= h_r)n (E e‘% F.)

Demostracion. Por el teorema 1, los espacios E é@ FyE e® F, son subespa-
k k
cios densos de Jy (E,F) y J, (E,F, ) respectivamente, n ¢ IN. Por el teorema 2 se

verifica la igualdad algebraica
. A L N . LA
11_r>n (E e% F)= 1111)1 Je (BFy) =T, (E, h_r)n F)) =E ‘?1; (lim F).

Por otra parte, razonando exactamente igual que en Hollstein [2], proposicion
4.3, se obtiene que

lim (B e F)=E 8 (lim F) 1)

Entonces, para ver que hm (E ® F ) en topoldgicamente isomorfo a
E ® (hm F,), basta ver que ambos espacms inducen la misma topologia en su

subespac1o algebraico E ® (lim F)) y que éste es denso en cada uno de ellos.
AN -

Desde luego, E ® (lim F,) contiene a E @ (lim F,) como subespacio denso ¢
€& = -

induceen éste la topologia G de E e? (liLn F,,) (por ser el primero la complec-

cion del segundo). Por otra parte, en virtud del teorema 1, se tiene la inclusion

E ® F,CE ® F.+1 para cada n € IN. Entonces, si V es entorno de cero en
€k €

hm (E ® F )yzehm(E ® F)), ex1stene]NtalquezeE ® F,. Como

v n (E ® F,) es entorno de cero en E ® F,, existe z, ¢ E ®F, C
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11m(E®F )—E®(han)talquezo —zeVN(E ® F,) CV, luego
E® (hmF ) es denso enhm(E ® F,)

Sea ahora G la topologia mdumda por hm(E ® F)enE ® (11m F ) La

topologia B es menos fina que fa topologia G k porque si V es entorno de cero
en l_u;n (E é?; F,), se tiene que

VA(E @ (limF,)) N (E®F,) =V N (B e@ F.) N (E ®F,)
- k

es entorno de cero en E ® F, por ser V. N (E ® F,) entorno de cero en
€k
E ® F, por hipétesis. Entonces V N (E ® (11m Fn)) es entorno de cero en
hm (E ® F,), y por (1), es entorno de ceroen E ® (lim F ).
€

Por otra parte, si V es entorno de cero en la topologia 'Gk» por (1) V es
entorno de cero en 11m (E ® F,). Sea V la clausura de V en el espacio

hm (E ® F,). Como para cada nelN, VN (E ®F,) es entorno de cero en

E ® F, la clausura de VN (E ® F ) en E ® F, es un entorno de cero en
€k

E ® F,, que estd contenido en VN(E ® F.), luego V es entorno de cero en

lim (E ® F_). Supongamos que tomamos V cerrado en E @ (lim F ). Obser-

- Ek ek g

. . A .
vemos que, al ser E ® (lgn F,) denso en hi)n (E e@}; F_), se verifica
- 1 _ 1 [T A "o
(11_r)n(E 312 F)) = l(u_n (E 681; F)) = h(r_n(E % F.) =

= (lim (E @ F)) = (E ® (lim F, ),G).

Entonces la clausura de V en la topologia de E ® (hm F.) v en la topologia

inducida por hm (E ® F,) esla misma. Entonces

V=V N (E ®(limF,))

luego V es entorno de "G . Asi pues la topologia de E ? (lim F ) coincide con
TG, Io cual prueba el teorema. c.q.d. k
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