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ABSTRACT
Let K be a complete ultrametric algebraically closed field and let (b,) be a
sequence such that |by| <R, :laim fba|=R.
>0
LetA = YxeK|xI<R, [x —by|=p Vne N} . There exist Taylor series

1
g such that g(b,) = o ¥ n, ]IEH lg(x)] =+o0and 1 + — is a Collapsing Product
|x Al\’s g
Xe

w (X2
nl_11 ( bn ) For every A€ K a Taylor series g-convergent for |x] < R may be
=1\x — b,

m
factorized in the form 7\< A) with my, , 7, Collapsing Products. There is

-
A
also Bicollapsing Products,

I - INTRODUCTION ET PRINCIPAUX RESULTATS

Soit (K, [.[}) un corps ultramétrique complet et algébriquement clos, Pour
tout a € K et tout R ¢ IR on note d (a, R) le disque circonférencié

{xeK| [x—a|<R}
et d” (a, R) le disque non circonférencié
{xeK| [x —a|<R}

etenfin C (a, R) le cercle { xeK| Ix —al=R}.
Soit D un fermé borné de diaméire R et soit a € D; alors d-(a, R) \ D admet
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una partition en disques non circonférenciés maximaux d (e, p) appelés trous
de D,

Soit A (R) la K-algdbre des séries de Taylor convergentes dans'd™ (O, R).
Pour tout p > 0, et pour tout f € A (R) ayant une infinité de zéros dans d~ (O,R).
on note

D(,p)=d" (0,R)\ U d (By,p)
n=1

ol les points 8 sont les zéros de f dans d” (O, R).

Soit (by)nemw une suite de d” (O, R) telle que nlin-ilbnl =R, et |by| < bpey |
Les théorémes 1, 2, 3, 4 qui suivent montrent I’existence de fonctions g telle que
lg (x)| tende vers+<o dans D (g, p). lls s’appuient 4 la fois sur les résultats de
M. LAZARD [L] (pour assurer Pannulation en une suite de points donnés) et sur
les propriétés des T-suites [S; ] (pour assurer la convergence de lg (x)l vers zéro
dans D (g, p)).

Théoréme 1. - On suppose la suite (b,) injective,
Soit une suite (uy)ne de IN. Il existe g € A(R) admettant chaque point b,
pour zéro d’ordre q, = u,, et telle que xl'_) lg(x)| = + o= pour tout p>o
xeD(g,p)

Théoréme 2, - Soit f € A(R). [l existe g € A(R) telle que

lim |gx)f=+= et lim  {f(x) g(x)| = + oo
|xPR x PR
xeD(g,p) xeD(f.g,p)
pour tout p > 0.

Pour construire concrétement des fonctions f telles que

lim  [f(x)| =+
x PR
{ xS

le théoréme 3 donne un exemple de choix des coefficients A, de f. On notera lim
sup la limite supérieure d’une suite réelle.

Théoréme 3. - Soit (\y)ney Une suite de K vérifiant

Ay

1) lim | =R

n>e )\n+1

. n __ oo
(2) 11112-1 I)\nIR =+
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A1

<

pour tout n e N

o

An
>\n+1 )\n+2

etsoit f(x)= £ A\, x" € A(R).
n=0
Alors les zéros de f sont simples et forment une suite 8, telle que

1Ba| > 1Bu_y | et £ vérifie lim [f(x)] = + o pour tout p > 0.
-
)

(L’existence de suites A, vérifiant (1), (2), (3) est évidente;si R = 1, par
exemple on peut prendre |[\,| = n|\o| avec Ao #0.)

Maintenant si K est maximalement complet (ou sphériquement complet) le
théoréme 2 de [L] permet d’obtenir un énoncé plus précis que celui du théo-
réme 1.

11 faut d’abord rappeler la définition d’une T-suite [S, ].

Soit une suite de trous (Tp, ;); <<k, d’un ferme borné D telle que
meIN

d(a, Tm,i)) = dm (1 <1 <Kkp)etdy <dp,q, (resp. dy > dmar ), ,!,lin d, =R

Soit p,; le diamétre de Tp, ;, s0it by j € Ty 4 et soit qpy €N <i<kpy,

m € IN). Soit Log une fonction logarithme de base p > 1.

) ==

dm am ,i dp am,%
oll v, = max (—-——-) I1 (—————)
<<k \ P 1<21?2ik [bm,i —bm &l

A= m

La suite (Tpy, i, qm ;) €st appelée T-suite si

km

b Jog 3
=1 & Um,i og —

m
lim <log Ym — _Z p
m

m>e

Pour toute suite (8, )nepy de d°(O, R) et pour tout p > 0, on notera

(-AO (Bn)ne]N) =d (O’ R) \ <n£J:) d- (ﬁm P))

Théoréme 4. - On suppose K maximalement complet et on suppose que la suite
(bn)new vérifie en outre |b; — b;| > p > 0 V i+ j et qu'il existe une suite d’en-
tiers u, € N tels que la suite (d” (by, p); Uy)new Soit une T-suite de Ap((.bn))
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Alors il existe g € A(R) admettant pour seuls zéros dans & (O, R) chaque
point by, d l'ordre uy, et tel que lim |g(x)| =+

x |>R™
xeD(g,2)
Le principal objectif de cet article est d’établir un lien entre les fonctions
f e A (R) telles que | lhm f (x) = + oo et les produits méromorphes crou-
N x|>R™
xeD(g,p)

lants étudiés dans [S; ].
Soit (Ba)nepy une suite bornée de K telle que, quand p est assez: petit,

chaque disque d” (p p) contienne seulement un nombre fini de points de la
suite.

On appelle produit méromorphe de poles (By)new une fonction (définie

_an

dans & (O, R) \ {Bg, ..., Bn, .. } Ydelaformen (x)= II ot la suite

nelN X —fy,
(e )nem est telle que lim ap, — B, =0.

N >oo

Rappelons que pour toute partie D de K, on note R (D) la k-algebre des
fractions rationnelles h (x) € K (x) sans poles dans D, et on note H (D) le K-es-
pace vectoriel topologique complété de R (D) pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur D. Si D est fermé borné, H (D) est une K-algébre de Banach
pour la norme ||.|lp de la convergence uniforme et un élément f € H (D) est dit
quasi-inversible s’il se factorise sous la forme P (x) g (x) ol P est un polynome
dont tous les zéros sont intérieurs 2 D et ol g est un élément inversible de H (D).

Dans [S3] on a vu quun produit méromorphe 7 (x) de poles (Bn)nemw
appartient aux algébres H (A, ((8,))) pour tout p > 0.

Supposons maintenant que la suite (8,) soit la suite (b,) définie ci-dessus et

Xx—a
considérons un produit méromeorphe m (x) = II ( z )
nelN \x —b,

Alorsonavu que 7 (x) appartient au corps de fractions M (R) de A (R) [S3].
On a vu que 7 (x) admet une limite quand |x| > R, x € A,((by)), si et seule-
ment si 7 n’est pas un élément quasi-inversible de H (A,((by)) et que dans ce cas

cette limite est 1; les produits méromorphes m (x) tels que cette limite existe
sont appelés produits croulants,

X
Théoréme 5. - Soient f, g € A (R) telles que lim ‘ B = 0 pour tout
: [x}>R- f(x)
xeD(f,0)

p>0.
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g(® . )
Alors 1 — est un produit croulant,
f(x
. . N 4 ¢.9)
Corollaire - Soient f et g € A (R) telles que lim = 0 pour tout
|x|>R™ (%)
xeD(f,p).

p > 0. Alors % € H (D(f ,0)) pour tout p > 0.

Soit (bn)nem la suite des zéros de f, d’ordres respectifs Uy, indexés de facon
telle que I bn(q) — bi | >ppourn(q) <i<n(q+1)et lbn(q) — bi|>p
R X i ‘ _ n(q+H )-1
pouri<n(g)eti=zn(q+1); silonnoteTy = d (bp(q), Pl et sg= X y;
i=n(q)
alors la suite (T ;s,) est une T-suite de A, ((by)).

Le théoréme 5 et son corollaire fournissent une occasion assez exception-
nelle de construire un élément analytique dans H (A, ((b,))) & I'aide d’une série
de Taylor convergente dans d™ (O, R). -

Le théoréme 6 permet au contraire d’exprimer une série de Taylor 2 P'aide
de produits croulants.

Théoréme 6. - Soit f € A (R). Pour tout \ € K il existe des produits croulants
1- PN

et n e M (R) tels que f =\

Remarque Le théoréme 6 montre qu’il est illusoire d’espérer démontrer que si

h (x
D est un infraconnexe fermé borné et si h, g € H (D) sont tels que —((—))- soit
g (x

h
borné dans D \Z (g), od Z (g) désigne I’ensemble des zéros de g, alors — e H (D).
g

Ce résultat, évident quand D est ouvert et sans T-filtre, devient faux d’aprés
le théoréme 6, quand D admet certains T-filtres.

Soit R > 0 et soit Ay, (R) P’ensemble des f € A (R) bornés sur d” (O, R).
On sait que Ay, (R) \H (d" (O, R)) n’est pas vide.

Théoréme 7, - Soit f e Ay (R)\H(d” (O, R))

1 — T
Soit £ (x) = A (— ) sa factorisation donnée au théoréme 6 (ot m, et 7,
1—-7 A .

sont des produits croulants appartenant @ M (R)). Soit E, l’ensemble des poles

de ) et de 7y, soit E, l'ensemble des zéros de 1 — 1y, soit p > 0 et soit D =

=d (O,R)\ ( U d(a, p)) . Alors X (1 —m) et 1 — ) sont deux
aeEy UE,
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éléments de H (D) dont le quotient, égal a f (x) est borné dans D, mais n ‘appar-
tient pas d H (D). .

En revenant maintenant a la notion générale de produit méromorphe m (x)
associé 4 une suite (8)pepy On montre qu’un tel produit peut avoir plusieurs
écroulements.

Soit a € K et soient r’ et I’ € R tels que 0 <r’ <r”.Onnotera I’ (a, 1", 1) =
={xeK|r<ix—a|<r’}.

Théoréme 8. - Soient r et R tels que 0 <1 < R et soit a € K. Il existe des pro-

duits méromorphes dont les péles B, appartiennent d T" (0, r, R), tels que la suite

1Bn| admette pour points d'accumulation t et R, et tels que Ililm m(x) =1 et
x|>R”™

lim 7 (x)=a.
s (%)

II - RESULTATS PRELIMINAIRES

Rappelons quelques définitions classiques [A, E;, Ky, Ky].

On notera v (x) la valuation définie sur K par v (x) = — log Ix| ol log est
une fonction logarithme de base p > 1.

Une partie D de K est dite infraconnexe si pour tout a € D I’adhérence
dans R de I’ensemble des [x — a| (x € D) est un intervalle.

Soit D un infraconnexe, soit a € K, soit R > 0 et supposons que les couron-
nes I' (a, 1, R) (resp. T (a, R, 1) rencontrent D quel que soit r <R (resp.r>R).

Le filtre de D qui admet pour base les ensembles I' (a, r, R) N D, r <R,
(resp. ' (2, R, 1) N D, 1 > R) est appelé filtre croissant de D (resp. filtre décrois-
sant de D) de centre a, de diamétre R.

On sait que pour tout f € H (D) et pour tout filtre croissant JF (resp. dé-
croissant) de centre a, de diamétre R, |f (x)| admet une limite sur F notée
lj}x_n If (x)|. Alors st les filtres croissant ou décroissant de centre a et diamétre R
existent sur D onsait que lim |f(x)| = lim | (x)] = lim |f (x)| = lim [f(x)]

|x —a|>R* {x —a|>R™ x—al>R N
x —a[FR
xeD

On définit une fonction de valuation associée i un élément analytique f sur

un infraconnexe D par v (f, —log R) = — log!(llinfll If ().
X|>

Ix [#R
xeD

Alors la fonction u— v (f, u) est continue et affine par morceaux.

LEMME 1. Soit g e A (1) admettant dans d- (0, 1) une suite de zéros a, d'ordres
respectifs u,, avec |a| < lag |
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A) Alors quand la, | < x| < l|ag,, |, ona

V&)= £ u( v - v (@) +v (e (O)
et quand la, | < Ix| < |ag, ,ona v (g (x)) = v (g, v (X))

B) Soit p € 10,1{ et soit D un infraconnexe fermé borné tel que D = d (0,1)
et tel que ap, ¢ D quel que soitn e N.

Soit n e N, soit I = d” (ay, lag|) et soit q le nombre des zéros de g dans T,
Alors quand xe ’'ND,ona

ve®)< v(Ev(X) - lgy(T'ND,q).

Preuve  A) est une propriété classique des séries de Taylor, qui découle du
lemme de Hensel, [A]. -
Pour établir B) rappelons que g est élément analytique dans le disque

1
d (0, [ap[). Par suite — € H (d (0, |lay[) N D) et d’aprés le lemme de [E4 ] on sait
g

quev(g(i)) >v é,v(x))+log'y([‘ﬂD,q)d’oilB).

LEMME 2. On suppose la suite by, injective, et telle que

lbt(m)| = Ibt(m)+1 [=..= Ibt(m)+k(m)' < |bt(m+1 )|

oll t(m) est une suite croissante d’entiers. Soit d = Ibe(m)|, soit une suite uy de

t(m)+k x —b; \"i
IN* et soit Vi, = (mif[ ) ( 1)

i=t(m) b;

Il existe une série de Taylor g € A (R), qui admet chaque point b, pour zéro
d’ordre 2 u,,, et telle que, pour tout p > 0, on ait

im [ if  (min(gl, |vm(x)g(x)|)]=+°°.
m>e= | xeD(g,0)\d7(0,dm)

t(m)+k(m)
Preuve. On supposera R =1 et on notera q,, = 3> y; .

i=t(m)
Soit By une suite de IR, telle que

m
m>e lOg Bm

(0

= 0. Alors on voit que pour établir la proposition il
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suffit de montrer que
(2) inf[1g(x) | (min(1, |Vy(x))) 1> By pm
dn <X <dpm4y
quand m est assez grand.
xeD(g,p)
En fait on voit que [V,(x)| = 1 quand d, <[x]<dp.4; -
Soit Cm = C (0, dp,) et considérons donc [V, (x)| quand x € Cyy N D (g, p).

Soit 6 € 10,1], soit p € ]0,0[, et comparons

1
" ;m_ |lcmnD(g,p) BVEC Pm = “-E | CmND(g,0)

D’aprés les propriétés des fractions rationnelles on sait que

I 2\
3 =] ém
et pour satisfaire (2) il suffit donc de montrer que

q
(inf Ig (x)]) ™™ >B,, p9m (quand m est assez grand)

m
{dm < %] < dpay
ou encore
xeD (g, p)
(4)  inflg(®)|>By ¢m (pour m assez grand)
{dm < |x[<dp
xeD(g, )

Pour construire g, nous alions définir une suite (B i) <i<<a,, vérifiant
melN

din < Bin,il < B, i1 1 <dmay (1 <i<ap,me N)et:
(5) logBy <(—logdmsi)am-y (log dpy —logdm—y ), (meN[)
00 8m = Bm apl -
2 log vm |

1
(6 <— |
am-y (logdm —1logdmy) m
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En effet, on choisit d’abord la suite §,, par exemple telle que log 5 =

r m
= —;- (log dm4, + log dgy), puis on choisit la suite a,, assez grande pour vérifier
(5) et (6) et enfin on choisit arbitrairement les By, ; vérifiant dp, < Bm il <

< Iﬁm,iﬂ < am -

3m _ .
Soit Up () =V (x) 11 %ﬁ"‘—"
=1 m,i

Grace au théoréme 1 de [F.M.] il existe g € A (1), telle que g (0) = 1, qui
admet chaque b, pour zéro d’ordre > u, et chaque fp, ,i pour zéro d’ordre > 1,

et qui vérifie les inégalités (7)
N-1<v@w— Z V(Un,W)<OV >0,
m=1

Pour établir (4) évaluons d’abord v (g (x)) — v (g, v(x)) quand x € D (g, p)
et que dyy <v(x) < dp+1. Soit I"'une classe de C (0, r) et soit qla différence entre
le nombre des zéros de g dans I et le nombre des zéros de Uy, dans I'. Pour

< —log il est clair quev (g, u) — v (Upy> #) < q(log r + ) et en faisant
m=1

tendre g vers 0 on voit que v (g, ) — v (Um, 4) < qlogr d’ou d’aprés (7)
m=1
on obtient (8) q < _

logr

Notons g, = ﬁ U;. Alors on voit que g se factorise sous la forme g, f, o2
i=1

fm est une série de Taylor qui a q zéros g, ..., aq dans T et telle que f (0) =1,
On a donc v (fy,, — log r) <0. D’autre part, pour évaluer v (f, (x)) —v (fm,v(x)
quand x € I' N D (g, p), on peut factoriser f,, sous la forme h P ot P x) =

q

= II (x — o). Alors il est clair que |x — ol =pVi=1,.,qd0o0 P )= p?
=1

VxeI'ND(g p). On a donc v (P (x)) < — qlog p. D’autre part il est clair

que v (h (x)) = v (h, — log r) quand x e I' N D (g, p) puisque par définition h ne

s’annule pas dans I'. Alors

v (fm (X)) =V (fm,—logr) =v(h (x)) —v (h, —log1) + v (P (x)) — v(P,—logr)
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< qlogr —log p) < — (log r — log p) d’aprés (8) et donc finalement

log r

1 lo lo,
og p 1< 2o 1< g P
logr log dpp log d,,

V(fm (X)) —v(fm, —logr) < , et de méme, on

obtient

log p
9 v(Eg®) —-v(g —logr) <v(gm (X)) —V(gm, —logr) +1——-— .
og dm

Considérons maintenant | [ quand xe "N D (g, p).

Um(x)
Sidm <1 <dp,;, Uy a au plus un zéro sur le cercle C (0, r) et donc

1
| e ] < — . Mais si r = dpy,, on voit que |Up, (xX)|=1V, (x)I, d’old d’aprés
m \X p

1 g \9m
@ona|—]| <¢m (;) :

Un TND(,0)

On en déduit que v (U (x)) —v(Uy, —logr) < —log ¢y — qm log p (car
il est clair que v(Up, , #) <0 pour tout w).
D’autre part W(Uj(x)) = v(U;, — log 1) V; < m, (car U; n’a aucun zéro dan-s
C (0, 1) pour j <m) d’ol W(gp,(x)) — v (gm — log 1) < —log Ym —qm logp et
donc d’aprés (9) on obtient (10).
log p

log dp
D’autre part, considérons v (g, — log 1) <v(gy, , —log ).

(10) v(g®)-v(g,—logr)<log oy — qm logp +

Par construction v (g, —logr) <v(Up_; , —logr) or

V(Umpey, —logr) < —apy ; (log dy — log 6, ) et donc on obtient

V(8m ,—logr)<—ap ; (logd,, —logdpn,_,)dod

v(g, —logr) < —ay; (logd, —logbn,-y). Alors grice 4 (10) on voit que
log p

logd,

v(ig(®) S -2y (logdy —log (6m-1)) +1og vy —qm logp +

log B >
Alors grace 4 (5) on voit que (—agy_y ) (log dyy —log 8y1) < log dm , d’ou

m

—aqm-

1
v () < (IOg dy —log 5m_1) + log 9y +1og p(d— - qm) +

m
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log By,
+ (xeD (g, 0), dm <] <dpsq)

log dpy

d’oli d’aprés (6), on obtient

1 log By,
v (g (x)) + (log vy — qum log p) <logp (——2qm> + .
dm log dpy

(xeD(g,p0), dy <[xI<dmsy).

Alors d’aprés (1) on voit que la suite

1 log B,
m»logp(——qm>+ tend vers — o
dm og dp

(puisque lim dy = 1) et donc la relation (4) est bien satisfaite quand m est
m>

assez grand, ce qui achéve la démonstration.
LEMME 3, Soit f (x) = b An X" une série de Taylor convergente dans un dis-
n=90

que D. Alors l'ensemble Z des zéros de f contient q zéros simples B, ..., Bgy tels
que 1Bl < By, |1 <i<qg—1)et o] > IBq| pour tout a e Z\ { By, ..., Bqt si
et seulement si on a

A
A1

7\i+1

(1) <

pour0<i<<q-—2

it+1

Aq—l n-1 <

-4

et (2)

pour tout n>q .
Tl

q

)\i—l

Si ces hypothéses sont vérifiées, alors on a ;| = ’ pour tout i=1,

i
v Q.

Preuve, Supposons le lemme déji établi pour tout entier q < t et montrons-le
A

t1
Dire que “[8;| < 1Bsyy | pour tout i <t et |x| > By, | pour tout Z \ { 8,

quandq=t + 1, Soitr =

s Bq 1 7 implique que f admet t zéros dans d (0, r) et un zéro simple dans
C (0, 1), ce qui entrafne (d’aprés les propriétés classiques [A])
B) P 1™ = AP > Ay 1" pour tout n# t, et t + 1 d’od la condi-

tion (2) au rang t + 1, ainsi que la condition (1) au rang t + 1, puisqu’elle est
déja vérifiée au rang t par hypothése (d’aprés le lemme supposé vrai au rang t).
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Réciproquement, supposons verifiées les conditions (1) et (2) au rangt + 1.
Alors puisque le lemme est vrai au rang t, on a déjad t zéros simples dans

a (o,
t

retrouve (3) et on a donc un zéro simple unique dans C (0, r) et t zéros dans
d™ (0, r), ce qui achéve le démonstration,

Ay

) (et aucun autre zéro) et grace 4 (1) et (2) aurang (t + 1) on

Corollaire. Soit f (x) = Z N, x" une série de Taylor convergente dans un dis-
n=0

que d (0, R). Alors l'ensemble des zéros de { est une suite de zéros simples 3,

tels que | Bnyi | > | Bnl (n € IN®) si et sewlement si An > Any pour
n+1 >\11
fout n € N¥,
Si ces conditions sont réalisées alors | 8,] = ‘ X pour tout n e IN*,
n

III - PREUVE DES THEOREMES 1, 2, 3, 4

Preuve du théoréme 1, Le théoréme est une conséquence évidente du lemme 2
puisqu’il suffit de prendre V,, = 1, pour tout m € N,

Preuve du théoréme 2. On peut naturellement supposer que f(0) =1,

Le cas o)l les zéros de f sont en nombre fini est trivial car dans ce cas on sait
que | £ (x)| est croissant quand | x | tend vers R™ et donc il suffit de prendre une
fonction g telle que lim |g(x)|=+o0. )

. Ix|>R

xeD(g,0)

Considérons donc le cas od les zéros de f ne sont pas en nombre fini. Dans

ce cas on peut les noter (Cpy ;) avec
{ 1<i<ap
melN

lem,il = dm <dmsy (1 Si<ay;meN)et lim dy, = R. Soit uy ; Pordre du

M>e0

dm x —cp g\ tmid
2610 ¢ jdef (1<i<ap ;me N),etsoit Vi = 11 (————-’—)
=1 Cm,i

Grace au lemme 2, il existe g € A (R) telle que | |lim lg (X)| = + <0 et telle que
x|>R

xeD{(g.p)
quand dp, < | x |<dp4 etxeD (g, p)onait (1) [g(x) | | Vy (X} = An.0n
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va en déduire que (2) | g (x) | | f (X) |> Ap, . En effet remarquons que V,,, divise

f (dans 'algebre des séries de Taylor convergentes dans d” (0, R)) et que £ n’a
m

aucun z€ro dans x € d” (0, dpy4y) Vd™ (0, dyy). Par suite v{f (x)) — v (f, v (x)) =
=+v(Vy (x)) — v (Vi, v (). Mais il est clair que v (f, v (x)) < limv(f, ) =
UFgoo

= 0 (du fait que f (0) = 1). D’autre part v (V,, 1) <OV u < — log R. Par suite,
d’aprés (1) on voit que: v (f (x)) <+ v(Vy, (%)) et donc v (f (x) g (X)) <v (g (x)) +
+ v (Vp(x)) dob | f(x) g (x)| =g (X) V()] = Ay, d’aprés (1) ce qui achéve

la démonstration d’apres (2).

Démonstration du théoréme 3. On sait grace au corollaire du lemme 3 que f

An—l

admet une suite de zéros simples f tels que |8,] = ‘ et aucun autre zéro

dans d” (0, R).
Posons u;, = v (8,) (n e IN*), alors

n

lim v (f, up) = — oo car v (f, p,) = — Log (Ay R™). Par suite on a donc

n>e

4) lim v (f, p) = — o _Soit x e D (f, p). Il est immédiat de voir que
pu>— log R
, R
3) vEE) <v(f,v(x) +Log (—— ) En effet si v (x) # u, ¥, € N¥, alors
p
v (f (x)) = v (f, v (x)). Maintenant si v (x) = u, alors on a
v (£ (X)) <V (£, 1) — (o — vV (x = By))
car { a un seul zéro sur le cercle C (0, |8, ).
Orv(x —B,) <—logp, dodt
R
v(E(x) <v(f, uy) — (up +1log p) <v(f, uy) +1log (—) ce qui achéve d’établir
p
(5) et donne la conclusion du théordme, d’aprés (4).
Preuve du théoréme 4. On peut naturellement se ramener au cas ol R = 1 ce

que nous supposons donc.
Soit m - t (m) la suite d’entiers tels que

’bt(m)l = ‘bt(m)ﬂl =.= Ibt(m)+km! < Ibt(m+1)
avect (m +1) =t (m) +ky, + 1, et posons d,, = I bt(m)|

et notons
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Ty =d7(by, p) (ne N).

D’aprés le théoréme 2 de [L], puisque K est maximalement complet, il
existe une série de Taylor g convergente pour |x| < 1, qui admet pour seuls zéros
chaque b, 4 'ordre u, et telle que v (g (0)) = 0. Alors d’aprés le lemme 1 on sait
que quand d, < [xj<dp,, ona

m i)k : ‘ i)k
v(g,v(x))=.)3 (t(% i un)<log dj—v(x)> <'m (t(.lz): ki un)(log dj—logdm)

= A=t P\ ey

N

t(j)+kj
Posonsqy, = ¥ u, ; onadonc
n=t(j)

(1) vEvE)<Z2 qogd; —logdy).

=1
Par ailleurs, quand d,, < |x] < dp 4+ on a v (g (x)) = v (g, v(x)) et quand
|x| = dp,, d’aprés le lemme on sait que (2) v (g (x)) <v(g;log (dp)) +logvm

olyy= max (U j(logdy —logp)+ X u .
" 1\i<km( tmyei (08 G —10B2) ¥ 20 i "t
dm
log-——-—l)
[bm,; — bm,i!

Alors grace 4 (1) et (2), on voit que

B) viE®) < ‘%11 qj (log d; — log dpp) + log v pour tout x € A, tel que
J:

dm <X<‘dm+1.

Mais puisque la suite (T, u,) est une T-suite, on sait que

j=t

m->+w
d’ob, d’aprés (3), | l?nl v (g (X)) = — o= ce qui achéve la démonstration,
x{>1-
xel,
IV - DEMONSTRATION DES THEOREMES 5, 6, 7, 8
Preuve du théoréme 5

On peut naturellement supposer R = 1 pour la démonstration. Remarquons
d’abord que I’ensemble des zéros de f est infini puisque f est non bornée dans
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d” (0, 1). Pour la commodité de la démonstration, nous indexons les zéros sous
la forme d’une suite (b,) ol chaque zéro d’ordre de multiplicité q est représenté
par q termes égaux de la suite, et od |b, |<|byy; |V, € N. Enfin notons T, (p) =
=d" (bs, p).
. . g(x)
Considérons maintenant u (x) = 1 —
f(x)

De méme notons (a,) la svite des zéros de u, od chaque zéro a, d’ordre Gn
est 1épété q fois consécutives et ol ja, | < |ap,, |. Nous allons d’abord montrer
que lim(a, —b,)=0.

n->e

pour x € D (f, p).

Puisque lim u(x) =1, on peut choisir € (p) > 0
:e-;)l(f ,0)
tel que u (x)] = 1 pour x e D (f, p) N T (0,1 — (o). Alors d’apres le lemme IV -
2 de [S3] on voit que les poles et les zéros de u dans I' (0,1 — €(p) sont dans des
trous de D (f, p), que chaque trou de D (f, p) N T" (0,1 - € (p),1) contient autant
de zéros que de pdles (chacun compté avec son ordre de multiplicité) et que
d (0,1-€(p) contient lui aussi autant de zéros que de poles. Considérons alors un
rang N (p) tel que |byyl < 1 — € (p) ; on voit que |a, — by| < p pour
n 2> N (p). Comme p est arbitraire, on a donc lim(a, —b,) =0.

n>w

On peut maintenant considérer le produit méromorphe

M) =1 (x"a“>

n=1 »X——bn

et on voit que les zéros et les poles de u et de II sont les mémes, avec le méme
ordre de multiplicité, et d’aprés le théoréme 1.2 de [S3], HL((’_‘)) est une série de -
X

Taylor convergente pour |x| < 1. Mais puisque llilm u (x) = 1, on voit qu’on
X|>1—

peut appliquer le lemme V-1 de [S;3] et on a donc u (x) = 7 (x) ce qui achéve la
démonstration,

Preuve du corollaire

D’aprés le théoréme 5, on voit que 1 - % est un produit méromorphe con-
vergent dans D (f, p) et donc 1 — -?— e HD (f, p)), donc—i— e H (D (f, p)). Alors %
tend vers O suivant le filtre croissant  de centre 0, de diamétre 1. C’est donc un
T-filtre et puisque dans chaque trou T4 contenant des péles de —?—, la somme des

ordres de multiplicité des poles est 8q5 la suite (Tg; s¢) forme une T-suite.



214 Marie-Claude Sarmant et Alain Escassut

Preuve du théoréme 6

Soit p > 0. D’aprés le théoréme 2 il existe-une série de Taylor g convergente
pour |x| <R, telle que lim |[g(x)]=+o0et lim If (x) g (x)| = +o0
Ix|>R™ Ix|>R"

xeD(g,0) xeD(f.g,0)
quel que soit p > 0. Alors d’aprés le corollaire du théoréme 5, il existe des pro-

duits croulants m, et 7, tels que m(x) =1 — t ) pour tout x € d” (0, R) tel
g(x
que g X)#F0etn(x)=1— X pour tout x e d” (0, R) tel que f{x) g (x) #
f(x)g(x)
# 0, Par suite f (x) = A i———‘"b‘% , pour tout x € d” (0, R) tel que f (x) g(x) #0.
— N X

La démonstration du théoréme 7 utilisera le lemme 4 suivant qui est une
adaptation du théoréme 1.

Soit g une série de Laurent convergente pour |x| > r et soit E I’'ensemble des
zéros de g. Pour tout p > 0 on notera

- D(,p)=K\([d(@O, )V (aLiEd'(a, 0))).

LEMME 4. Soit 8, une suite injective telle que r < |B,]| < |Bny | pour tout
ne IN* et lim |8,| = 1 et soit uy, une suite de N,

Alors il existe une série de Laurent g (x) = 2
n=0 X

| x| > r admettant chaque point B, pour zéro d’ordre q, = uy telle que
lim  |g(x)|=te.

M
xeD(g,p)

convergente pour

1

Preuve. 1l existe h € A ( — )admettant chaque point a;, =— pour zéro d’ordre
r n

Qn = Uy, et telle que lim( _|h(x)| = + oo,

lx|> ()
xeD(h,p)

oo oL

Soﬂg(x)—h(x) |

Soit D’ 'image de D (h, p) par I’inversion x »% . On voit que les trous de D’ ont
des diamétres dont la borne inférieure est 12 p. Supposons par exemple r < 1. On
voit que si 'onposeg(x) =h (-)12 } , alors les trous T de D (g, p) sont plus grands

que ceux de D’ quand d (T, 0) est suffisamment voisin de r. Par suite il existe
r>rtelque D’Nd(0,1') DD (g, p) Nd (0, r'), et donc la propriété de g (obte-

nue par construction) lim |g(x)| = +° entraine lim lg ()| = + oo,
x|>e |x|>
xeD’ xeD(g.p)
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Preuve du théoréme 7. En effet par construction A (1 — my) et 1 — 7, appar-
tiennent 3 H.(D) et —%—Al est égal A f (x), bornée sur D par hypothése. Sup-

AQl -

”A)
osons alors que ¢ H(D).

En considérant sa decompos1t10n Mittag-Lefflerienne sur D on voit que sa
partie singuliére sur chaque trou d (a, p) est nulle puisque f e H (d (0, 1))
Vr <R. Par suite f € H (d" (0, R)), ce qui contredit I’hypothése.

Preuve du théoréme 8, (Elle s’inspire naturellement de celle du théoréme 5).

Grace au théoréme 1, il existe-f e A (R) telle que | lllm if (x)| = + o0 pour

tout p > 0. xeD(f,0)

Gréce au corollaire du théoréme 5, on sait que % € H (D (£, p)) pour tout
p>0.
Maintenant d’aprés le lemme 4 il existe une série de Laurent g convergente
pour |x| >, bornée dans K \ d (0, r +€) (Ve > 0) telle que lliﬁ: s =
X r

1 xeD(g,p)
pour tout p >0, et 'ona —€ H (D (g, p)) pour tout p >0,
g

Soit u définie dans D (f, p) paru (x) =1 + ?((::)) .

Soit r’ € Ir, R[
soit E 'ensemble des zéros de u dans I'" (0, r, R) et pour tout p >0
soit %, =(I' (0, 1, R) \aled‘ (a,0)) ND (£, p) N D (g, p).

On sait que g est bornée dans Z, \d (0, r’) d’olt lim B () =0 et donc
xR f(x)
XeZp
lim u(x)=1
{ Ix|>R™
xeZ, ]
Drautre part, puisque u (x) #0 Vx € Z,, on peut considérer ¢ (x) =
Comme f (x) est bornée dans d (0, r’) on voit que u(x)
g(®)
=+ et donc lim ¢(x) 0.
[x|>e* f(x) [x|>s*
xe Z, xeZ,

En outre on voit que pour tous Ry, R, tels quer <R; <R, <R, fet

g € H(I' (0, Ry, R;)) et donc y appartient au corps de fractions x (R, , R;) de
H (F (0’ Rl ’ RZ))

Soit ¢ (x) = (e (x) +8).0nadonc

9+1
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0
1 im ¢(x)=1, (2 x)=——c¢etdpex(R;,R;).

()IxI*R‘() ()lxl+R“() o +1 ct9ex(Ry,Ry)

Xe€Zy xeZ,

Dans x (Ry, Ry), ¢ se factorise sous la forme

hgir, ¢rr, 00  hrgr, € K (X)) et hg,g,
a tous ses zéros et ses poles dans " (0, R; R;) et od @R, R, est un élément in-
versible de H (T (0, R; R,)).

Grice aux limites de ¢, on peut choisir R; et R, tels que |¢ (x)| =1 pour

xeZ, NI (0,Ry, R)et [ (X)| = pourx € %, N T (0, r, Ry). Alors

0
0+1
d’aprés le lemme IV 2 de [S3] on voit que les poles et les zéros de ¢ dans
I' (0, Rz, R) (resp. dans I" (0, 1, R;)) sont dans les trous de %, et que dans
chaque trou de Z, N T' (0, Rz, R) (resp. de Z, N T (0, r, R;)) ¢ a autant
de zéros que de pdles,

Soit (ap) (resp. (ap)) la suite des zéros de ¢ dans I' (0, R,, R) (resp.
' (0, r, Ry)) et soit (by) (resp. (b},)) la suite des péles de ¢ dans I' (0, r, R, ). On
voit donc qu’en choisissant une bonne indexation, on aura |a} — b})] < p (resp.
|ap — byl <p), et comme on peut répéter le méme raisonnement avec p arbitrai-
rement petit (en choisissant R, assez voisin de R, et R, assez voisin de r) on voit
que %i;r}n(a}l’ —b)=0et Illiﬂo(a;‘ —bp)=0.

D’autre part, on voit que v (¢, ¢) est constant dans [log R;, —log r[ ainsi
que dans ]-log R, —log R,] et il résulte que ¢ a autant de zéros que de pdles
dansT" (0, Ry, Ry).

On peut naturellement supposer que le numérateur et le dénominateur de

. . = X8\ =/ x—a
hg, g, sont unitaires et on voit que hg, g, Il ( ) ll'[ ( ) peut

i=1 \x —Db] /i=1 \ x —b}
, L © X —ag
se mettre sous la forme d’un produit méromorphe II .
n=1 X —bg
Alors on voit que 7 et ¢ ont exactement les mémes zéros et les mémes

)

poles dans I' (0, r, R) de sorte que ¢
7 (X

dans I (0, r, R). On en déduit donc grace au lemme V I de [S3] que ¢ = 7.

est une série de Laurent convergente
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