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ABSTRACT

This paper is devoted to the study of the relations bertween the classes of
webbed spaces introduced by De Wilde and the class of semi-Suslin spaces of
Valdivia. Both classes are related with the closed graph theorem. We prove that
a strictly webbed space is semi-Suslin and that a semi-Suslin space is webbed:
Further, we show that a webbed and locally complete space is semi-Suslin too.
Looking at convexity conditions we introduce some extensions of semi-Suslin
spaces giving new results related with the closed graph theorem.

INTRODUCCION Y NOTACIONES

Los espacios vectoriales que utilizaremos estian definidos sobre el cuerpo IK
de los nimeros reales o complejos. La palabra “espacio” significara “‘espacio vec-
torial topolégico de Hausdorff” a menos que se especifique lo contrario. Si A
s un subconjunto de un espacio E, denotaremos por A ) el subespacio generado
por A. Sip e (0, 1]y A es absolutamente p-convexo y acotado, denotamos por
E A al espacio ( A ) dotado con la p-norma del funcional de Minkowski del con-
junto A, esto es, Po(x) = inf {)\p: XeAA, A =0 } . A es un p-disco de Banach si
Ea es completo. Un espacio E es localmente completo si todo subconjunto
absolutamente convexo, cerrado y acotado de E es un disco de Banach, 4).
Denotamos por E[ 6] al espacio E dotado de la topologia®. Pondremos E[E ]
para la completacién de E y E[ ] para la completacién local. E es la intersec-

(*) El presente trabajo constituye parte de la tesis doctoral del autor, realizada bajo la direc-
cibén del professor M. Valdivia.
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cién de todos los subespacios localmente completos F de Etal que F D E vB
es la restriccion de B a E. Para las nociones y notaciones standard de la teoria
de espacios vectoriales topolégicos nos referimos (6) y (7).

Siguiendo a De Wilde, (2), una sucesién (Ag) de subconjuntos no vacios
de un espacio E se dice que es completante si A; DAy D...DAgD...ysi
existe una sucesion (Ay) de escalares positivos tal que, si 0 < uyx <Ag y Xk€Ag

k=1,2, . .., la serie ¥ pgxg converge en E. Si la sucesién (Ag) se puede
k=1

escoger de manera que ) ukxk € Ap p=1,2, . .., la sucesién (Ay) se llama
k=p

estrictamente completa. Una red en un espacio E es una familia de subconjun-
tos de E, W = {le, m,,... mg } , donde k, m;, m,, . .. ,mg son enteros po-
sitivos y tal que se verifican las siguientes relaciones:

E=U{Cn13n1=1,2:---} ) le,mz,...mk=U{Cm1,m2,...mk,m:

2 m=1,2,...} k=12,...

Una red ) es absolutamente p-convexa si los conjuntos que la definen son
absolutamente p-convexos. Una red W es completante o red de tipo C si para
cada sucesién (my) de enteros positivos la sucesion Cm, O Cmym,2 - .- 2
Cm,,m,,...mg 2 --.escompletante.

SiWes absolutamente p-convexa y la sucesién anterior estrictamente com-
pleta, la red se llama p-estricta o red de tipo C p-estricta.

Sea 0 < p < 1. Un subconjunto A de un espacio E es CpS-compacto, (5), si
para cada sucesibn (xn) C A y cada sucesibn de escalares

(an), 2, =0 n=12 ...y T (ap)P=1,laseric T apxp esconvergente en
n=1 n=1

E a un vector de A. Una serie asi diremos que es una serie p-convexa en A. Un
espacio E es semi p-Suslin si existe un espacio Polaco X y una aplicacion T de X
en los subconjuntos CpS-compactos de E verificando las siguientes condiciones:

a) U {Tx : xeX} =E

b) Si (xn) es convergente en X, existe un CpS-compacto A en E tal que

Txn C A n=1,2,...

Para p=1 obtenemos los espacios semi-Suslin de Valdivia, (13). Todo espacio
. semi-Suslin es semi p-Suslin para cada pe(0, 1] y todo espacio semi p-Suslin es
semi g-Suslin para0 <q<p<1.

Para la clase saturada # de los espacios localmente p-convexos (Valdivia,
(15)) los espacios A -tonelados los llamaremos espacios p-tonelados. Un espacio
vectorial topolégico E es p-tonelado si, y s6lo si todo subconjunto absolutamen-
te p-convexo, cerrado y absorbente es un entorno del origen. Los espacios red
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#A -tonelados los llamaremos espacios red p-tonelados. Un espacio vectorial
topolégico E es red p-tonelado si dada una red cualquiera { Em;.m,,... ,mk}
de subespacios de E, existe una sucesién (mg) de enteros positivos tal que
Em,m,,... ,my s denso en E y p-tonelado k=1,2, . ..

I. GENERACION DE p-DISCOS DE BANACH

M. Valdivia prueba en (12) que todo subconjunto convexo, acotado y com-
pleto tiene una envoltura absolutamente convexa que es un disco de Banach. Tal
conjunto es claramente un CS-compacto. El siguiente resultado extiende el dado
por Valdivia; incluso para p=1 hay CS-compactos no completos, (11).

TEOREMA 1.— Sea A un subconjunto CpS-compacto del espacio E. La envol-
tura absolutamente p-convexa de A es un p-disco de Banach de E.

Demostracion.— Supongamos primero que A es absolutamente p-convexo. Si

{xn :n=1,2, .. } CEpy n“2“=)1P,;‘(xn)<+<>‘31a serie —1Xn converge en E .

n

En efecto, para cada entero positivo n definimos

ap =(Pa(xn) + 2% )1 /p, Yan = -E-ll- Xn. Al ser A CpS-compacto, la serie
n

anyn = X Xp converge en E.
n=1 .

Mg
[N

n

Es ficil probar ahora que el vector suma estd en E5 v la convergencia se
da también en este espacio. Para el caso general tenemos B la envoltura absolu-
tamente p-convexa de A. Para (\,) € 2, con

b3 PP <1,si {xn :n=1,2,.. } CA, la serie §3 AnXp converge en E a un

n=1 n=1
vector de 41/PB. Este hecho sigue siendo cierto si la sucesion
{ xn :n=1,2,...} CB. Para comprobarlo tomemos una representacion de x,
como
: kn kn
= Z NN, T NP<1,xl'eAj=12,...,k, , kyelN
j=1 =1

Consideremos la sucesion de vectores de
1 1 1 2 2 3
A {xl,xz,...,xkl,xl,...,xkz,xl,... }

y Ta sucesion de @ { XA, MAiy -, N Ay Moy, A M B g, )

que verifica Z l?\}‘)\an < 1. En consecuencia, la serie T k}')xnxjn converge en E

a un vector de 4!/PB. Ahora bien, las sumas parciales de la serie nil A x, for-
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man una subsucesién de las sumas parciales de la serie 2 k? . x?, tal serie con-
verge pues a un vector de 41/PB. Razonando ahora como en el caso en que A era
absolutamente p-convexo se obtiene el resultado. QED

COROLARIO 1.1.— Sea E un espacio vectorial y6,,G , dos topologias vectoria-
les sobre E tales que G, es mds fina que G, y tiene una base de entornos del
origen cerrados paraG,. Todo subconjunto que sea CpS-compacto (respect.
p-disco de Banach) en E] G, | lo es también en E[ G, ]

Demostracion.— Sea B la envoltura absolutamente p-convexa de A, que es un
p-disco de Banach para G, . Asi la inmersion de Eg en E[ G, ] es continua. Como
E[ G, ] tiene una base de entornos cerrados para G,y Ep es de Baire, la inmer-
sién de Eg en E[ G, ] también es continua. Asi cualquier serie p-convexa en A,
que es convergente en Ep, serd convergente en E[ G,], y a un vector de A pues
yalo eraen E[ G,].

QE.D.

En (13), pig. 82, Valdivia prueba el corolario 1.1 para las topologias
o(E’, E) y B(E', E) sobre el dual de un espacio localmente convexo y para el caso
p=1. El método desarrollado aqui pone de manifiesto la importancia del teorema 1.

TEOREMA 2.— Sea Ay D A, D...D A, D... una sucesion completante de
subconjuntos absolutamente p-convexos del espacio E. Sea (ny) una sucesion
estrictamente creciente de enteros positivos y{x]-: j=1,2, ...} unasucesién en E
tal que xjeAy si ng_; <j<ng k=1,2,...(ny=l) Entonces, para cualquier

(Cn)elP, la serie T tpx, converge en E.
n=1

Demostracion. — Para p=1, ¢, = 1/2", xpeA, n=1,2, ..., W.Robertson, (10),
prueba el resultado. Una simple adaptacién al caso p-convexo prueba el resultado

para ¢, =(1 /2“)1/ Pn=1,2,...Pasemos a la prueba del caso general. Supongamos
n
que p= Z [¢nlP <1ydenotemosporS,= Z |tk P. Razonemos el caso no
k=1

trivial en el que 0 < §; < S, <... <§,<... <p.Razonando por recurren-
cia determinamos sucesiones (myg) y (px) de enteros positivos tales que
m0=1<m1<m2<...<mk<...,po<p1 <...<pk...

1 1 1

Sp-1 < Smyj <p—2Tj, Smy >p— 21’3——1 ,

p_

mj=n; j=0,1,2,... (p-1=0)
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1 1
2Pj-1-1 < 2i-1
ello y gracias a la p-convexidad absoluta de los elementos de la sucesién (Ap)

1 T2 1 1/p . .
tendremosque X $xxx €A;; L Gexpe(=) P Ay
- k=2 k=m;+1 2

Aseguremos asi que Smj - Smj—l < j=1,2,...Con todo

ms
J
Z (kxk e (—j]_—l)ll P A; ;... de donde la sucesién de sumas parciales
k=mj_1+1 2

n
{ Op = 151 fexk:n=1,2,... } tienen la subsucesién {Umj 1§=1,2, ... } con-

vergente, esto termina la prueba si probamos que { Oop:n=1,2,... } es de Cau-
chy. Sea U un retorno del origen de E, existird un entero positivo k¢ tal que

oo

1
S UmXm ¢ gl < (2—m)1/P,xm €An , m=k0,ko+1,..., C U.Si

m=Kq
I, S SON enteros mayores que M , 0y — Og € U COMO queriamos probar.
Q.E.D.

El teorema 2 ha sido obtenido recientemente por M. Valdivia, (17), para
p=1 con una prueba diferente.

COROLARIO 1.2.—- Si la sucesion (A4,,) es estrictamente completa, la sucesion
1
{ Cr ={ Z_k ) /p A k=1, 2, ... } forma una base de entornos del origen para

una topologia # sobre E, mds fina que la inicial, con la que adquiera una estruc-
tura de grupo topolégico aditivo metrizable y completo. Si L = kﬁ (A), £
=1

induce en L una estructura de espacio metrizable, completo y localmente
p-convexo. En particular N A, es un p-disco de Banach.
n=1

Demostracion.— La primera parte es una adaptacion del caso convexo estudiado
por W. Robertson, (10). L es un F-espacio pues en él cada A, es absorbente.

Finalmente, M A, tienen un cierre algebraico que es un acotado y cerrado de
n=1

L, y por consiguiente es un disco de Banach.
Q.E.D.

TEOREMA 3.— Sea (A, ) una sucesion completante de subconjuntos absoluta-
mente p-convexos del espacio E] G. Para cada entero positivo n, sea

oo 1
Cp = { z ,umxm:lum|<(—m)l/p,xm €Am, m=n,n+1,...}
m=n 2
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La familia {Ck Jk=1,2, ... } forma una base de entornos del origen para una
topologia A sobre E, mds fina que G, con lo que adquiere una estructura de
grupo topoldgico aditivo, metrizable y completo.

Demeostracion.— Todas las afirmaciones son claras salvo la completitud. Tome-

mos xx € Cx,k=1,2, ...y veamos que la serie ¥ xy converge en E[ -ft‘].
k=1

°° 1

Cada xy se escribe como xy = Ek u],; x:; , I/anl <(2m )1/p , xfn €An ,
m=

m =Kk, k+1, . .. Por la p-convexidad absoluta y la completitud de (A) tendre-
mos que la envoltura absolutamente p-convexa de la sucesién
{ka :k=1,2,...,m=2k } estd acotada en E, llamemos D a la clausura de dicha
envoltura en E, que es un p-disco de Banach de E. Teniendo en cuenta que

kEl ( §k I[.zlrf1 Py < + g la serie = pfnxfn es absolutamente sumable en ED-
= m=
Si convenimos en llamar u,l; =0, xlr(n =0 param <k,k=1,2,...,aplicando la

férmula de sumacion por paquetes en un espacio p-Banach tendremos:

oo _ £ o k k _ o0 o x K~ _ o m Kk k
Z xx= 2 z = X z Xm)= X z X
k=1 ¢ k=1(m=1#mxm) m=l(k=1um m m=1(k=1”m m

-

expresiéon que sigue siendo vélida en E. Llamando

m m M
k m k ,
em=( Z WaP)YPyzy= = —xE serizneAny
=1 k=1 Cm

L

%0

z lem P = m2=21 ( kf_‘:l Iul:;l [P) < + oo, por lo que el teorema 2 asegura que

%  cCmzy converge en E, asi kZ Xk converge en E. Probaremos ahora que la
m=1 =1

convergencia también se da en A y esto termina la prueba. La idea es la misma
que en el teorema 2, y la resumimos en el siguiente

LEMA 4.—Si(t,)elP, x,edy ,n=1,2,...,yn,>4estal que

I o0
Z [§nlP < —5—= ,entonces T {nxne€Cyy-3.
n=ng 2"o n=ngy

Supongamos probado el lema. Razonando en ED tenemos las siguientes
igualdades:

k=ng m=ng =ng m=ny k=n
k
m 1 w [l
Llamando dpy =( Z lulr(n ™) fe , W= Z —mx,l; , € Wp € Ay
k=ﬂ0 k=n0 m
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1

y Z idmlP< o5

Aplicando el lema aseguramos que £ dpwy, € Cng_3> ¥ en definitiva
m=ng

oo
‘ Z Xk € Gy, 5. Como el razonamiento es vilido para cualquier no > 4, asegu-
=ng

ramos la convergencia de la serie ¥ xy en E[#A].
k=1

Para concluir la prueba desarrollamos ahora la del lema 4. Sea
1 1-
2P_1*1 <p<2P~1 :

p= Z [£nlP y p_; un entero positivo, p_; >ng_, tal que
n=ng

Podemos determinar un entero positivo p, tal que si denotamos las sumas par-
m

ciales por S, = kE [§x 1P, sea p —

1
<Sp,Sp— 557 ,conp, — 1=p_;
=ng

2Po
(SiS, o = P elresultado es evidente). Podran ocurrir dos casos:

2Po-1

a) S, <p n=ng, ny+1, ... Razonando por recurrencia se obtienen sucesiones
de enteros positivos

me =N <m; <...<mg...; P-1<po <p; <...<px<...tales que
Smi> P - i 3 P < Sy < p— - j=0,1,2
mj < P 2Pj-1 > P 7Pj-1 mj\p"zpj 1= 54
con lo que tendremos las siguientes desigualdades
mj 1 1 1 1
—Sm = Y KP< =, < —— < — <
Smj = Smj. k=mj—1+1l§k| T 2Pj-1tl T gPj T P11 T pno-3F]
i=1,2,...
el e que (I Gunde (o) P A
e las que se sigue que S ; i=
q 1gU€ q kemj_q+1 kXk) € JNo-37] j+ng j=1,2,...
de donde resulta claro que Z  {;xj, es un elemento de Cy 0-3*
n=ng

b) Supongamos que existe n > n, tal que S,=p. Podemos desarrollar los mismos
pasos que en el caso a), con la Gnica diferencia de que ahora el proceso es finito,
esto es, existir-a un myg con Smk=p ¥y entonces
o mg
Z {nXp = T {nXp € Cag_s
n=ngp n=ng

Q.E.D.
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COROLARIOS 1.3.- SiL=nN . (Cy), la topologia £ induce-sobre L una estruc-
n=

tura de espacio metrizable, completo y localmente p-convexo. En particular,
N Ipn Cy, es un p-disco de Banach para cualquier sucesion (p,,) de escalares po-
n=

sitivos.

Llamaremos a L el F-espacio asociado a la sucesién completante
{ Agy:in=l, 2, ... } . El corolario 1.3 ha sido obtenido recientemente por M.
Valdivia, (17), para el caso convexo y con una prueba diferente.

TEOREMA 5.— Sea Ay DA, DO...D A, D... una sucesion completante de
subconjuntos absolutamente p-convexos del espacio E. Sea {T non=1,2, ... }
una sucesion de subconjuntos CpS-compactos de E. Suponemos que existe una
sucesion estrictamente creciente (ny) de enteros positivos tal que T, C Ay si
n 2 ny. Entonces el conjunto

A= {E CnXn %({n)p<l, Xn €Tn, th =0 n=1,2,...|
n=1 n=1
es un CpS-compacto que contiene a todos los Ty,.

Demostracion.— El teorema 2 asegura la buena definicién del conjunto A, que
es p-convexo y contiene a cada Ty. Sea apy, =2 0,y e A m=1,2,. ..y

2 (am)P=1.Cada yp, admite una representacién de la forma

ym= Z {nxy , = @RP<1, >0, xPeT, n<1.2,...
n=1 n=1
La sucesién doble {xg1 tm,n=1,2,... } tienen una envoltura absoluta-

mente p-convexa acotada en E. Para comprobarlo basta tener encuentaque
(Ap) es una sucesién completante de subconjuntos absolutamente p-convexos
y que cada T, tiene envoltura absolutamente p-convexa acotada. Llamemos D
al cierre de dicha envoltura en E, completacién de E. D es un p-disco de Banach
de E y asi, la serie -

) AamY¥m = b am ( ) i’glxﬁ] )= > amfg’xgl es convergente en
= = n=1 m=1n=1
Ep pues Z lam¢PP = 3 (am PGP < ) (a)P =1,porlo
M=1 m,n=1 m=1

que la serie anterior es absolutamente sumable en ED. Aplicando la férmula de

sumacién por paquetes en un espacio p-Banach, % apym
m=1
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L 2 m.m .z . - h = -
= n§1 (mé:1 a, & Xn ) expresion que sigue siendo vilida en E. Ahora bien,

para cada n fijo, y por ser T, un CpS-compacto, mf__.il ap &'xpt en,T,, con

M= Z, (an )P GFPIP.

Como X (n,)P <1,tendremosque X ayymn converge en E a un vector de
n=1 m=1

A, lo que termina la prueba.
Q.ED.
Para un subconjunto A del espacio E denotamos con A’ su clausura alge-
braica, (7).

COROLARIO 1.5.— Si cada T,, es un p-disco de Banach, entonces el conjunto

A={ S taxn: B WaP<1, xqeT:n=1,2,...0
n=1 n=1

J

es un p-disco de Banach que contiene a todoslos T,n=1, 2,. ..

Recordemos que una sucesion (xp, ) es rdpidamente convergente en E si exis-
te un disco de Banach A en E tal que (xp) es convergente en E,. Sea

Qo=ﬂ{2p:pe(0,l]}.

PROPOSICION 6.— Sea A un p-disco de Banach en el espacio E (0 < p < 1).

Si {xp} CAy(Sp)ely, laserie T E.x, esripidamente convergente en E,
n=1

Demostracion.— Para (n,) € 2P, la envoltura absolutamente convexa de la suce-
sidén {nnxn: n=1,2,.. } es acotada en E. En efecto, dado un entorno del origen
U en E, al ser A un p-disco de Banach, existird un entero positivo n, tal que
Z  Mnzn € U para cualquier (z;) CA. De esta forma, " {'nnxn: n=n, } cu
n=ng
y de aqui se sigue ficilmente la acotacion. Definamos para cada entero positivo
', yn = [Ea1%p. Si (an) € 2%, (anlinl™ € & v la serie = a5 yn converge en E al ser
A un p-disco de Banach. Podemos definir asi una aplicacién lineal T: ' - E

dada por T( (a;)) = > anyn. Si B es la envoltura absolutamente convexa y
n=1
cerrada de la sucesién {y,:n=1,2,... } ,Besunacotado y T se factoriza a

través de Eg en un operador continuo. La imagen de la bola unidad de #' es
un disco de Banach D de Eg que contiene a {¥n :0=1,2,...},como
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z £ nly2 < + oo Iaserie 2 (§'n)1/2 yn €s normalmente convergente en Ep,
n=1 n=1

por consiguiente X {,X, converge en Ep.
n=1 QED.

COROLARIO 1.6.— Es un espacio E localmente completo todo subconjunto
absolutamente p-convexo, cerrado y acotado es un p-disco de Banach.

COROLARIO 2.6.— Si (A,) es una sucesion completante de subconjuntos
absolutamente p-convexos del espacio E y x, € Ay n=1, 2, ... Para ({n)e%,

la serie T §,x, es ripidamente convergente en E.
n=1

En (4) P. Dierolf obtiene un resultado mds fuerte que el corolario 1.6.

II. ESPACIOS SEMI p-SUSLIN Y ESPACIOS CON RED DE TIPO C

Denotemos por D ,(E) la familia de los p-discos de Banach del espacio E.
El teorema 1 permite dar la siguiente caracterizacién de los espacios semi
p-Suslin.

TEOREMA 7.— Un espacio E es semi p-Suslin si, y sélo si, existe un espacio
Polaco X junto con una aplicacion T: X > D p(E) verificando las siguientes
condiciones:
a) U {Ty:xeX}=E
b) Si(x,) es una sucesiéon convergente en X, existe un p-disco de Banach
A en FE tal que Txn C4 n=12,...

Resumimos en la siguiente proposicién las propiedades de estabilidad.

PROPOSICION 8.— Sea E un espacio vectorial topoldgico

a) Si F es un subespacio sucesionalmente cerrado de E y E es semi p-Suslin,
también lo es F

b) Sif:E - F es lineal, continua y suprayectiva con.E semi p-Suslin, tam-
biénlo es F

c¢) Si{Ey,:m=12,...} esunasucesion de subespacios semi p-Suslin que
cubre E, entonces E es semi p-Suslin

d) Si {Ep:m=1,2,...} esuna sucesion finita o infinita de espacios semi
p-Suslin y E es el producto de dicha sucesion, entonces E con la topolo-
gia producto es semi p-Suslin.
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e) Si{Ep:m=l,2,...} es una sucesion de subespacios semi p-Suslin de
E, lainterseccion N { E,,: m=1,2, ...} essemi p-Suslin.

f) SiG, y G, son dos topologias vectoriales sobre E tales que G , es
mds fina que G, y tiene una base de entornos del origen que son
cerrados para G, siendo E[ "G, semi p-Suslin, entonces E[ G ,] tam-
bién lo es.

Demostracién.— Las cinco primeras son andlogas al caso p=1 de-Valdivia, (13). f)
es una consecuencia inmediata del corolario 1.1.

Q.ED.
Todo espacio Polaco X admite una red U = {Bnl,nz, ..., ng | talque
cada sucesion (ng) de enteros positivos de una base de filtro (B, . ,ng) con-

vergente en X, (3). El conjunto IN de enteros positivos es un espacio Polaco si
lo dotamos de la topologia discreta. El espacio producto INMN es también Polaco
y f: INN->X definida por f((ay))=lim Baj,a; . .. ay escontinuay suprayectiva.
No bs restrictivo por tanto trabajar con INN en la definicién de espacio semi
p-Suslin.

Sea E un espacio semi p-Suslin y T:X - D ,(E) la aplicacién que da el
teorema 7, la red D = {Bnl na, ..., ng |delespacio Polaco X nos da una red
W={Cn ny,...,0=T®Bny,ny,...,n,)} enE queesde tipoC. M4s atn,
si () e NN y xpe FpCnyny ol o, nx k=1, 2, ..., entonces la sucesion
{ xx: k=1,2,...} estd contenida en un p-disco de Banach. (Tp denota Ia
envoltura absolutamente p-convexa, (7)).

TEOREMA 9.— Sea E un espacio con una red p-estricta, entonces E es semi
p-Suslin.

Demostracion.— SeaW = { Cy 1, .. ., ng } lared p-estricta de E. Para cada
aelNN, o = (ap) definimos Ta= N C,,
n=1
queTges un p-disco de Banach. Claramente U { Ta : a e INN } = E. Sea ahora
oy = (a}’) una sucesion en INN convergente hacia a = (aj). Para cada entero
positivo k, existe un ny tal que si n 2 ng, entonces aﬁ = ay, ademads no es restric-
tivo suponer que (ng) es estrictamente creciente. Tendremos asi que
Tay, C Cy .. ap sin 2 ny; aplicando el corolario 1.5 obfenemos un
n 1,82, . . ., Ak p

p-disco de Banach que contienen a cada Ty. El teorema 7 nos da el resultado.

Q.E.D.

ay, ..., ap. El corolario 1.2. asegura

TEOREMA 10.— Sea E un espacio localmente p-convexo y localmente completo
con una red de tipo C. Entonces E es semi p-Suslin.
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Demostracion.— Sea W= { Cy;n,, ..., ng } lared de tipo C de E. Para

o = (ag) € INN 1a sucesién (Cay,ay, . . . ,a5) es completante en E. Si
xg € TpCajay, . .. a0 12 p-convexidad y completitud local de E aseguran que
{ x¢: k =1,2, ...} estd contenida en un p-disco de Banach y asi

{ I'pCaj,a,, ... ,a : k=1,2,... }es una sucesién completante y estricta.
Definimos T a = kQI I'pCa, s, .. . ,a ¥ € Taun p-disco de Banach. La aplica-

cion T: NN » D p (E) asf definida verifica las condiciones del teorema 7, 1o
que se prueba como en el teorema 9, y E es semi p-Suslin.
QE.D.

En (2), pig. 123, M. De Wilde pregunta si un espacio con red de tipoCy
localmente completo tienen una red estricta. El teorema 10 da una respuesta
parcial a esta pregunta, que nos serd suficiente para obtener en el apartado V un
teorema de levantamiento que engloba los dados por De Wilde.

M. Valdivia ha dado una respuesta afirmativa a la pregunta de De Wilde en
un reciente trabajo, (16).

ITI. PROPIEDADES DE LOCALIZACION

TEOREMA 11.— Sea (Ay) una sucesion completante de subconjuntos absoluta-
mente p-convexos del espacio E. Para cada entero positivo n, sea

bad 1

C, = { T UmXm : lﬂm|<(—m-)1/9,xm €Ay, m=n,n+l,... }
m=n 2

y L= ngl (Cyy) el F-espacio localmente p-convexo asociado a (Ay). Sea F un

espacio (metrizable) y f una plicacién lineal de F en E con grifica (sucesional-
mente) cerrada en FxE. Si la clausura de ™ (Ay) es entorno del origen en F,
se tiene que

o
&) P £ (40) € £HG)

b)fIF)CL y f:E- L[A]es continua.

Demostracion.— Supongamos primero que F es metrizable y sea

{Ug: k=1,2,... } una base de entornos del origen en l; de forma que

(2%)/PU, € £1(Ag) k=1, 2, . . . Denotemos por By a (_2T)1/p (AR
o

k=1, 2, . . . Fijemos un entero positivo k y xx € By Determinamos vectores

Vk € Bx ¥ Xk+1 € Uk+1 de forma que X =yk + X+ 1. Razonando por recurren-
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cia obtendremos sucesiones {xj : j =k, k+1,... },{yj:j=kk+1,...} tales
que Xj = yj*+Xj+1, Yj € Bj, Xj € Uj j =k, k+1, ... Sumando en la anterior igual-
N N N N
dad tenemos Z x;= X yi + X Xi4y,asi Xxp—X = X vy;. Claramente
ik j %k ¥j ik j+ 1 k—XN+1 ik ¥j

Xk = jz-;k yj- La serie jz;k f(y;) converge a un vector z de Ci y como la grifica de

f es sucesionalmente cerrada f(xx) =z e Cy. De esto se sigue a) en el caso metri-
zable. Para el caso general obtendremos las mismas sucesiones {x;} , {yjt y
{ Up :n=1, 2, ... | serd una sucesién de entornos del origen en F. Sea
{w ie;)I }  una base de entornos del origen en F. Para cada j > k ,

xj € Uj C Ej C Bj+Wj, determinamos as{ vectores yj i € Bj , wj ; € W; tales que
Xj = vj,i T wj,i- Sea Ng = { k,k+1,...} Ordenamos INk x I con el orden pro-
ducto; esto es (m, i) = (n,j) si, si, ysélosim=ny W; C W; . Lared

N
{e-yweni = 2y @DeNexL > ()
2

converge al origen en F. Lared { f(yn+1,1) : (N, ) eNgxI, > } converge al
origen en E. Resulta entonces que la imagen de la red (1) por f converge hacia
f(xx)—z. Como la grafica de f es cerrada, f(xy) =z € Cx quedando probado a) en
el caso general. La parte b) es una consecuencia inmediata de a).

Q.E.D.

NOTA.— Si R es una relacion lineal, (3), con grifica cerrada la parte a) sigue
siendo cierta y R es continua. Si F es metrizable el resultado anterior sigue sien-
do cierto cuando la grdfica de R es E-rdpidamente cerrada en FxE (corolario
2.6), esto es, R corta a FxE p en un cervado para cada D disco de Banach de E.

La idea del teorema 11 estd recogida de un trabajo de M. Valdivia, (14),
donde se prueba el teorema 11 para una sucesiéon completante y localizando la
aplicacion en un subespacio metrizable y completo que depende de f.

Sea E un espacio semi p-Suslin y ‘W= {Cnl,nz, .0k } 1a red construida
antes del teorema 9. Para cada a = (a,;) en INN sea L el F-espacio localmente
asociado a la sucesion completante (I'pCa a,, . .. ,a,)- Sif:F > E esuna aplica-
cién lineal con grdfica cerrada para la que existe un a = (ay) en ININ tal que
]“pf‘l (Cay 2y, . . . ,an) tienen clausura con punto interior para n=1, 2; . . .,
el teorema 11 asegura que f(F) C Ly f:F — L es continua, en definitiva f:F - E
es continua. La condicioén natural sobre F es que sea red p-tonelado, (15).

COROLARIO 1.11.— Si F es un espacio red p-tonelado (metrizable) y E es semi
p-Suslin, cualquier aplicacion lineal f:F — E con grifica cerrada (E-rdpidamente
cerrada) es continua y existe o € INN tal que f{F) C Ly, con f:F - L, continua.
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Este resultado extiende propiamente, incluso para p=1 el teorema de grafica
cerrada que Valdivia prueba en (13) para espacios semi-Suslin en llegada y Baire
convexos en partida. Valdivia, (15), ha probado recientemente la extensién de
este resultado cuando F es totalmente - -tonelado y E tiene una red completan-
te # -regular. Tomando # la clase de espacios localmente p-convexos, un repa-
so de la prueba de Valdivia pone de manifiesto la validez del resultado cuando E
tienen una red ‘W = {Cp, n,, ... Nk } tal que, para cualquier sucesién (ng) de
enteros positivos, ([pCn, n,, . .. nj) €S una sucesion completante, en particular
cuando E es semi p-Suslin.

COROLARIO 2.11.— Un espacio red'p-tonelado y semi p-Suslin es metrizable,
completo y localemente p-convexo.

COROLARIO 3.11.— Si E es la envoltura localmente convexa de espacios red-
tonelados y E es semi-Suslin, entonces E es ultrabornolégico. Si E es la envoltura
localmente convexa de una sucesion de espacios red-tonelados y E es semi-
Suslin, entonces E es un espacio LF,

COROLARIO 4.11.— Para un espacio semi-Suslin, la envoltura absolutamente
convexa de la familia de espacios Fréchet asociados { Lo o € INV } coincide
con E[ G Y], donde G“ es la topologia ultrabornoldgica asociada a G y
E[G¥] sigue siendo semi-Suslin.

El corolario 4.11 extiende un resultado de Powell, (8).

En un espacio localmente completo las sucesiones completantes de
subconjuntos absolutamente p-convexos tienen por clausura sucesiones comple-
tantes. Con esta observacion y el teorema de localizacién obtenemos:

COROLARIO 5.11.— Sea E un espacio semi p-Suslin localmente completo.
Existe un espacio Polaco X y una aplicaciéon T:X — ‘Dp (E ) verificando las con-
diciones a) y b) del teorema 7 y de forma que cualquier semi disco de Banach
de E estd contenido en la imagen de algun xeX por la apliaciéon T.

Demostracion.— Para cada o = (ap) € INN | sea (Cg) la base de entornos del ori-
gen para la topologia . asociada a la sucesion completante (TpCay, 2;,...,a5)
seglin el teorema 3. Para f=(by) € INN definimos T(a, B) =kr_‘llbk Cy que esun

p-disco de Banach después del corolario 1.3. La aplicaci6én T: NNy NN - po
(E) asi definida verifica las condiciones de lteorema 7 y la condicién sobre los
semi-discos se sigue del teorema de localizacion.

Q.ED.
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COROLARIO 6.11.— Si E es semi-Suslin, localmente completo y localmente
convexo, su bidual fuerte es un espacio semi-Suslin.

Demostracion.— Si T:X - D(E) es la aplicacién que nos da el corolario ante-
rior, podemos definir $:X - D (E”) por Sy = Ty, donde la clausura se toma en
o(E” E’). Asi E”[o(E”,E”)] es semi-Suslin y en definitiva lo es el bidual fuerte.

Q.E.D.

Sea E un espacio de Frechet de dimensién infinita. E[oE, E’)] es semi-Suslin
y su completacién no puede serlo, pues es un espacio de Baire no metrizable. Sin
embargo el teorema de localizacién permite afirmar:

COROLARIO 7.11.— Si E es semi p-Suslin y cada punto de la completacion E
estd en la clusura de un semi-disco de Banach de E, entonces E es semi p-Suslin.

Demostracion.— Con las notaciones del corolario 5.11, sea S(a, 8) =T (¢, B),
con la clausura calculada en E, la aplicacién S nos da la estructura de semi
p-Suslin en E.

Q.E.D.

Para el caso localmente convexo obtenemos la siguiente condicion suficiente.

COROLARIO 8.11.— Sea E un espacio localmente convexo en el que toda suce-
sion de E'[o(E",E)] que converge al origen en el sentido de Mackey es equicon-
tinua. Si E es semi-Susliny E1 b (E’,E)] es bornoldgico, donde b (E’E)denota
la topologia de convergencia uniforme sobre los discos de Banach de E, entonces
la completacion E es semi-Suslin.

Demostracién.— Se prueba ficilmente que E C (E'[ b (E*,E)]) v asf el corolario
7.11 nos da el resultado.
Q.E.D.

Un resultado andlogo al corolario 7.11 se obtiene para la completacion local
F de un espacio E. Para el caso localmente convexo obtenemos como corolario:

COROLARIO 9.11.— Sea E un espacio semi-Suslin y localmente convexo. Si
ET B(E',E)] es dual localmente completo, entonces la completacion local E
de E es un espacio semi-Suslin. Si E es semi-Suslin y tonelado con E1b (E’E)]
casi tonelado, la completacion local E de E es un espacio semi-Suslin.

Demostracion.— En ambos casos se considera el espacio F=E N (E'Ib(E By
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con la topologia inducida por la de E y se comprueba que es localmente com-
pleto. Asi E C (E’[ b(E’,E)])’ y de aqui se sigue el resuitado.
Q.ED.

Por los resultados anteriores sabemos que un espacio (LB) tiene una comple-
tacién semi-Suslin. Mds generalmente, un espacio E en el que toda sucesion de
E’[0(E’,E)] que converge al origen en el sentido de Mackey sea equicontinua,
si B=U {Dp: n=1, 2,... } con D, absolutamente convexo y acotado,
D, CDpsy 0=1,2, ... entonces E=U {nDp:n=1,2,...} yasiEes
unién numerable de discos de Banach y por consiguiente semi-Suslin, (13).

PROBLEMA ABIERTO.— No sabemos si cualquier espacio LF tiene una comple-
tacion o completacion local semi-Suslin. ;Serd cierto para espacios ultrabornolo-
gicos semi-Suslin?

Fl interés de estas cuestiones esti en su relacién con la verificacién del teo-
rema de la base débil sobre espacios ultrabornoldgicos semi-Suslin.

IV. EJEMPLOS DISTINGUIENDO ESPACIOS

Sea 0 < g <1y &2 el espacio vectorial de todas las sucesiones (ap) en K

tales que n°2_°21 lap|* < + codotado de su topologia ordinaria Tq, asociada a la

g-norma |l (ap)llq= ) . lap |2. 22 es un espacio q-Banach y por consiguiente es
n=

semi q-Suslin. Sea 0 < q < p < 1. Como 29 no es localmente p-convexo y es de

Baire, el corolario 1.11 asegura que 29 no es semi p-Suslin. Este ejemplo pone

de manifiesto que el teorema 10 no es cierto sin asumir la hipdtesis de

p-convexidad local del espacio E.

Denotemos ahora por A al espacio vectorial 8¢ dotado con la topologia indu-
cida por £P, esto es, con la topologia Tp, (0 <q <p < 1). La identidad de 2 en
\ es continua y asi A es semi g-Suslin. Probaremos ahora que A no es semi
p-Suslin, poniendo asi de manifiesto que el teorema 10 no es cierto sin asumir
la hipétesis de completitud local de E. Para p=1 obtenemos la separacién estricta
de las clases de espacios semi-Suslin y semi g-Suslin en la categoria de espacios
normados (ndtese que estos espacios son incluso de Suslin).

Sea Tq” la topologia localmente p-convexa mds fina sobre 29, de entre todas
las topologias localmente p-convexas mds gruesas que Tg. Una base de entornos
del origen para Tq’ la forman los entornos del origen para Tq que son p-conve-
xo0s. Nétese que Tp es una topologia de Hausdorff localmente p-convexa sobre
2% y mds gruesa que Tq, resulta entonces que Tq’ es de Hausdorff y mds fina
que Tp.
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PROPOSICION 12.— T, =T,’

Demostracion.— Sea U un entorno p-convexo del origen para Tq, que sin pérdida
de generalidad podemos suponer Tq’-cerrado y a posteriori Tg-cerrado. Sea s un
entero positivo tal que Ug= {xef9: || x Ilq < 1/s } esté contenido en U y
B={xeW@= leIIp <1} . Comprobaremos que (1/s)l/qB C U con lo que
Tq < Tp y la prueba concluye. Sea z € (l/s)l/qB. Para a v b en IK, denotamos
por (ab) al cociente a/b si b # 0 y o si b = 0. Entonces (l/s)llq(zm; Iz 1)

eqm € Ug (e = (Brjn)j, con 6ij la & de Kronecker) para m =1, 2,..., como

® P19z |P <1y U es p-convexo,
m=1

k 1/ 1/ k k
T s Uiz 1 (1/s) Yzms lzm) em = T Zmem eU,yasilim Z zgeq =
m=1 m=1 m=1

=zeU.
Q.E.D.

PROPOSICION 13.— N no puede subrirse con una sucesion de subconjuntos
absolutamente p-convexos, cerrados y sin punto interior.

demostracion.— Sea { Ay : m=1, 2, ... } una sucesion de subconjuntos absolu-
tamente p-convexos y cerrados que cubra A. Al ser 22 un espacio de Baire exis-
tird un entero positivo r tal que A; tiene punto interior en 22. La p-convexidad
absoluta de A; asegura que A; es un entorno del origen en 19, por consiguiente
en T después de la proposicién 12.

Q.E.D.

COROLARIO.— )\ es un espacio red p-tonelado y no es semi p-Suslin.

Demostracion.— Que \ es red p-tonelado es consecuencia inmediata de la propo-
sicién 13. Si X fuera semi p-Suslin, el corolario 2.11 asegura que A es completo,
lo que contradice su densidad estricta en &P.

Q.E.D.

Sea ahora (py) una sucesién estrictamente creciente de niimeros reales en el
intervalo (o, 1) que converge hacia 1. Sea Ey =@nyE=U {E :n=1,2,...}.
Sea G la topologia vectorial limite inductivo de los En[Tp, ], que es de Haus-
dorff al ser mds fina que T, . £] G ] es semi p-Suslin y localmente p-convexo para
todo p € (0, 1). Ademds, como un limite inductivo de espacios de Baire es ultra-
tonelado, (9). Sea B°° la topologia localmente convexa mds fina sobre E de
entre todas las topologias localmente convexas mds gruesas que G. G° es mis
fina que T; y por consiguiente de Hausdorff.
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PROPOSICION 14.— E [ G°°] es un espacio tonelado limite inductivo de
{ Eq[T;1:n=1,2,...} yB°=T,.

Demostracién.— Por ser E[ B ] ultratonelado, E[ G °°] es tonelado, (9). Por un
teorema de Valdivia, (13), E[G°°] es el limite indusctivo de los espacios
{ Ep[B°°]:n=1,2,... }, ahora bien como G°° sobre E, es mis fina que
T, sobre E y mds gruesa que Tp_, sobre Ep, G°° coincide con T, (prop. 12).
Finalmente observemos que E[T;]y E[ B°°] tienen como dual el espacio &~
y como T, es metrizable, T; = G °°.

Q.E.D.

PROPOSICION 15.— E[G] es completo.

Demostracion. — Los vectores candnicos {en: n=1,2,... } forman una base de
Schauder equicontinua en cada espacio 2 y por consiguiente en E y a “poste-
riori” en la completacién E. Resulta entonces claro que (E, £ ') forman un par
dual. Por un teorema de W. Robertson, (9), los subconjuntos completos para
G %9 o son para la topologia G . Si By, es la bola unidad de Ep, By, es cerrado
en & y por tanto completo para T; = BG°°, asi B, es completo para G . Apli-
camos ahora el teorema 13, pag. 90 de la memoria de Adasch, (1), como E es
ultratonelado y E = U nB,, resulta ser E un espacio completo.

net QED.

PROPOSICION. — E[G] no es un espacio semi-Suslin.

Demostracion.— Cada E,[T;] es red-tonelado después del corolario 1.13 y
E[ B°°] es el limite inductivo de los E,[T, ] por la proposicién 14. Si E[ G ]
fuera semi-Suslin, la identidad E[ G °°] = E[ B ], que tiene grifica cerrada, se-
ria continua y asi B %% =G | lo que contradice la completitud de E[ G ] pues
E [ B°°]es un subespacio propio y denso de 2'.

Q.ED.

Este ejemplo pone de manifiesto la importancia de la convexidad local en el
teorema 10.

PROBLEMA ABIERTO.- ;Existe un espacio semi-Suslin sin red de tipo C es-
tricta?
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V. UN TEOREMA DE LEVANTAMIENTO

En su tesis, M. De Wilde, (2) da dos teoremas de “levantamiento” de
subconjuntos répidamente compactos, uno para espacios con red de tipo C es-
tricta y otro para espacios de Suslin localmente completos. Ambas clases de
espacios son semi-Suslin después de los teoremas 9 y 10. El teorema de localiza-
ciébn permite obtener un resultado que engloba los dados por M. De Wilde.

TEOREMA 17.— Sea f una aplicacion lineal definida de un subespacio G de E

sobre F, donde E y F son espacios vectoriales topologicos. Supongamos que E es

semi Suslin y que f tiene grdfica ripidgmente sucesionalmente cerrada en ExF.

a) Para toda sucesion ripidamente convergente (y, ) en F, existe una su-

cesion (xy) rdpidamente convergente en E tal que f{x,) =y, n=1, 2, ..

b) Para todo subconjunto rdapidamente compacto K de F, existe un sub-
conjunto X, rdpidamente compacto en E tal que f{X) =K.

Demostracion.— a) Al ser f sobre podemos suponer que (y,) converge al origen.
Sea D un disco de Banach con (y,) convergente al origen en Fp. Definimos una
relacién lineal R de Fp en E por yRx ¢ f(x) =y, (y, x) € FpxE. El dominio es
Fp al ser f sobre y R tiene su grifica E-rdipidamente cerrada en FpxE. El teore-
ma 11 asegura la existencia de una sucesién completante A; D A, D...DA; D
de subconjuntos absolutamente convexos de E tales que, si

hd 1
Ck={m§k HmXm Iymléﬁ';xmeAm im=k,k+1,...}

es R™! (Cy) un entorno del origen en Fp. Existird una sucesion de escalares posi-
tivos (&), decreciente al origen tal que

1
& DCR! (2_n Cn) n=1,2,...

Sea (ng) una sucesién estrictamente creciente de enteros positivos tal que
Ym € &D sing <m<npgyq k=1,2,...

Para cada par de enteros k, m con ny € m < ng4+;, podemos tomar
Xm € =% Ck tal que f(Xm) =ym . Teniendo en cuenta los teoremas 3 y 5, la suce-
sién (Xy,) es rdpidamente convergente al origen y esto nos da la prueba de la
parte a).

Para probar la parte b), sea (y,) una sucesién nula en Fp, D un disco de
Banach de F, tal que K estd contenido en la envoltura absolutamente convexa y
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cerrada en Fp de (y,). Por la parte a) existe una sucesion (x,) en E, ripidamente
convergente al origen tal que f(x,) = y,. Sea B un disco de Banach en E tal que

(xp) converge al origen en Eg, K = { 51 $nXp : 51 iEnl<1} eslaenvol-
n= n=

tura absolutamente convexa y cerrada de (x5 ) en Ep, (7), que es un compacto de
Ep. f(K) DKy tomando ,=K N{~ (K) obtenemos la parte b).

Q.E.D.
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