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ABSTRACT

In this paper we give some results on topological direct sums of locally convex
spaces, we deduce some consequences from the fact that the space w & 5 ¢
is not dual locally complete, and we prove new results in codimension of
subspaces of certain locally convex spaces.

Los espacios vectoriales que utilizamos estdn definidos sobre el cuerpo K de
los ndmeros reales o complejos.Con la palabra espacio queremos indicar “espacio
vectorial topoldgico localmente convexo de Hausdorff no trivial”. Si <E,F> es
un par dual denotamos por o(EF), 8(E,F) y u(E F) las tcpoiogias débil, fuerte
y de Mackey sobre E, respectivamente. Dado un espacio E denotamos por E' y
E* los duales topoldgicos y algebraico de E. Si A es un conjunto absolutamente
convexo, cerrado y acotado en un espacio E, entonces E denota la envoltura
lineal de A provista de la topologia normada que se deduce de su calibrador. Si
para cada subconjunto absolutamente convexo cerrado y acotado A de E se veri-
fica que E, es un espacio de Banach, se dice que E es localmente completo. Se
dice que un subespacio F de un espacio E tiene la propiedad (b) ([9]) si, para ca-
da acotado A de E, F es de codimensién finita en la envoltura lineal de FUA.
Decimos que un espacio E es sucesionalmente tonelado (sucesionalmente casi-tone-
lado) si todo acotado de E' [o(E’, E)] (E'[B(E’, E)]), que es unién numerable de
equicontinuos, resulta equicontinuo. Un espacio E es w—tonelado si todo acota-
do numerable de E'[o(E’, E)] es equicontinuo. Un espacio E es m—tonelado (ver
[3] ¥ [6]) si todo subconjunto absolutamente convexo. acotado y metrizable de
E' [0 (E', E) | esequicontinuo (o equivalentemente, si todo acotado de E'[6(E’ E)|’
metrizable para la uniformidad deducida de o(E’, E), es equicontinuo). Un espa-
cio E es o—sucesionalmente tonelado si toda sucesidén convergente a cero en
E’'[o(E’ E)] es equicontinua ([15]). Un espacio E es dual localmente completo
si E'[o (E", E)] es localmente completo. Si E; .; el esuna familia de
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espacios denotamos por ; éDI E; el subespacio de I E; formado por los
x = (x;), X; € E;, que tienen a lo sumo una cantidad numerable de componentes
no nulas. Sobre | (&, E; podemos considerar la topologia suma directa local-
mente convexa o la topolog1a 7' que tiene como base de entornos de cero los
conjuntos de forma i ?  Vj donde V; es un entorno arbitrario de cero en E;.
Si d es un nimero cardinal denotamos por ¢4 la suma directa de d copias de
K (si d = X, escribimos ¢4 =¢). w denotard el producto de una cantidad nume-
rable de copias de K con la topologia producto. Si E y F son dos espacios,
E ®  F (resp. E® . F) es el producto tensorial proyectivo (resp. inyectivo) de
los espacios E y F.

En [1] se demuestra que ¢4 [7 '] (d es un ndimero cardinal no numerable) no
es un espacio casi-tonelado; se puede probar incluso que no es sucesionalmente
casi-tonelado (ver la prueba del Teorema 2 de [14]). En consecuencia, para cada
conjunto no numerable I, la suma directa topoldgica & E; [7 ] nunca es un
espacio sucesionalmente casi-tonelado cualesquiera que sean los espacios E;. Si
los E; son w—tonelados, i? I E; [T ] es un ejemplo més de espacio w—tonelado
no sucesionalmente casi-tonelado. No obstante, se tiene el siguiente

Teorema 1. Sea I un conjunto no numerable y {Ei: i€ 1} una familia de espacios,
estonces: ‘
(1) La suma directa topologica. ® E; [7"] és un espacio m-tonelado si
si y solo si cada sumando E cs m—tonelado
(2) La suma directa topologzca & El [7'] és un espacio dual localmente
completo si y sélo si cada sumando E, es dual localmente completo.

Prueba: (1) Supongamos qué todos los espacios E; son m~tonelados. Si A es una
parte de E absolutamente convexa y ¢ (d/E @ E;) —acotada y metrizable
entonces A es o ( yE'i>e E, .)—separable por lo que existe un subconjunto nume-
rable de A, B, tal que AC B. Si para cadaj e 1, P; es la proyeccion de illé . E'i

sobre E'j, entonces cada p; (B) es a(E'j, Ej)— acotado y metrizable para la unifor-
midad asociada a o (E i Ej) (ver el Lema de [6]), y pj(B) ={o} salvo un sub-
conjunto numerable { i}.iy,... } de I; existe entonces un entorno de cero en cada
E; ,Vj,, tal que p;_ (B)c2m"v °n,por lo que tomando entornos de cero cuales-
qmera V en E;, para ieI~ {ij, iy, ...}, es claro que B CV°siendo V el 7" —entor-
no de cero GBE V;. En consecuencia, A es 7' —equicontinuo (por serlo B) y
; ?I E. [7']es m—tonelado El reciproco es facil de probar.

(2) Si todos los E; son dual localmente completos, entonces , 62 E;[r]es
dual localmente completo puesto que | E' [o(tllE ® E,)] es un subespacio
sucesionalmente cerrado de i Ei[ o(E", El)] y un producto cualquiera de
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espacios localmente completos es localmente completo. Para el reciproco basta
observar que cada E'j [o(E';, E))] es un subespacio cerrado de Y E',[o(VE';,
®E)].c.q.d.

Nota 1. En [ 2] se demuestra que el espacio we; ¢ no es tonelado. Si se observa
que 0o es localmente completo (lo que se puede demostrar de la forma siguiente:
Si w @ ; ¢ fuese localmente completo, entonces en virtud del isomorfirmo w éﬂ o]

= wH([4], pg. 196) y del hecho de que las sucesiones convergentes de wgpson las
localmente convergentes w ® ¢seria un subespacio sucesionalmente cerrado de
w® n ¢ luego cerrado (por [4], pag. 31) por lo que w ® ;. ¢ resultaria completo;
esta contradicién termina la prueba) y que (w @ $) es isomorfo a w @ ;, el
anterior resultado de Hollstein admite la siguiente generalizacién: w ® ;. ¢ no es
dual localmente completo. Este resultado permite demostrar fa.. iente las
siguientes propiedades:

(1) Si E es un espacio que tiene un cociente isomorfo topolégicamente a
w v F es un espacio que tiene un cociente isomorfo topolégicamente a ) enton-
ces el espacio E ®_ F no es dual localmente completo.

(2) Si E es un espacio que tiene un subespacio complementado isomorfo to-
poldgicamente a w y F es un espacio que tiene un subespacio complementado
isomorfo topolégicamente a ¢ entonces E ® F no es dual localmente completo.

(3) Si E es un espacio que tiene un subespacio complementado isomorfo
topolégicamente a w 6 a  entonces los espacios E®_ E' [u (E', E)], E®, E'
8 (B',E),E®. E' [u(E’,E)] y E®.E' [ (E’, E)] no son duallocalmente com-
pletos.

Utilizando estas propiedades damos en esta nota algunos ejemplos de pro-
ductos tensoriales (proyectivos o inyectivos) no dual localmente completos:

(1°) Sean {E;: ie1} , {Fj: jeJ} familias de espacios cualesquiera, entonces
tanto (ig[ Ej) ey (. F;) como (ig. E)) ® (_é?, F;) son espacios no dual local-
mente completos (Suponemos que fy J son conjuntos infinitos y que la suma di-
recta estd equipada de la topologia habitual o de la topologia 7).

(2°) Si Q es un abierto de R y m un entero no negativo, el espacio D™{(£2)
(provisto de su topologia habitual) tiene un subespacio complementado isomor-
fo topolégicamente a ¢ (Teorema 3 de [12]), por tanto, D™(Q2) ®, D'M (SZ)“,
D™M(Q2) 8, D'M (R)g, D™ (R) 8 D'M(Q),, y D™ (£2) & D'™ (2)g no son dual
localmente completos; puesto que D(£2) también admite a ¢ como subespacio
complementado (nuevamente Teorema 3 de [12]) es claro que D(Q) @, D'(2)
tampoco es dual localmente completo (que este espacio no es tonelado se prue-
ba en [8]).



88 Joaquin Motos y José L. Hueso

(39) Si de nuevo £ es un abierto de [R? y m un entero no negativo, los espa-
cios de Fréchet &M (£2) y &(£2) admiten a w como subespacio complementado.
por lo que &(Q) o &' () y &M(Q) o, &'™ (Q),,, E™(Q) @y &'™ (w)g, EM(RQ)
8 &'m (), &™ (2) o, g'm (€2)g no son dual localmente completos.

En [13] M. Valdivia demuestra el siguiente resultado: (a) Sea E un espacio y
sea F un subespacio de E. Sea § una familia de acotados absolutamente convexos
y cerrados de E tal que contiene a las partes finitas de E, es estable por homote-
cias, y es tal que si A, B e § entonces existe un C e talque AUB CC.SiE
provisto de la topologia de la convergencia uniforme sobre los miembros de 8 es
completo, F N A es cerrado en E para cada A € 8,y F N E, es de codimension
finita en E, para cada A e 8, entonces F es cerrado en E. En [6] se demuestra
que todo subespacio de codimensién numerable de un m—tonelado es m—tone-
lado, y en [ 5] se prueba lo siguiente: b) Sea E un espacio o—sucesionalmente
tonelado. Un subespacio de codimensién numerable F es o—sucesionalmente
tonelado si y sélo si no hay ninguna forma lineal no continua, pero limite débil
de una sucesion de continuas que se anule en F. M. Valdivia ha probado (ver
[ 10 |, pag. 46) que todo subespacio de codimensién numerable de un espacio
dual localmente completo es dual localmente completo. El teorema que sigue
estd relacionado con los anteriores resultados.

'

Teorema 2.

(1) Sea E un espacio dual localmente completo con dual fuerte E'[f(E’,
E)] completo. Sea F un subespacio cerrado de E con la propiedad
(b). Entonces F es dual localmente completo.

(2} Si el espacio E satisface las hipotesis de (1) y ademds es localmente
tonelado (lo que significa que para cada subconjunto absolutame-
te convexo cerrado y acotado B de E, el espacio normado Ep es to-
nelado), entonces todo subespacio de E que tiene la propiedad (b)
es dual localmente completo.

(3) Sea E un espacio tal que E' [u (E', E) | es completo. Sea F un su-
bespacio de E de codimension menor que 2*0. Entonces F es dual
localmente completo.

(4) Sea E un espacio m—tonelado tal que E'[B (E', E) | es completo.
Sea F un subespacio cerrado de E con la propiedad (b) Entonces
F es m-tonelado.

(5) Sea E un espacio m—tonelado tal que E'[u (E', E) ] es completo.
Sea F un subespacio cerrado de E de codimensicn menor que 2%0.
Entonces F es m—tonelado.
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Prueba.
(1) Sea § la familia formada por los subconjuntos de E' que son equiconti-
nuos y por los subconjuntos de Fl que son absolutamente convexos y
o (E', E)—compactos. Evidentemente la topologia 7(sobre E) de la conver-
gencia uniforme sobre los miembors de § es mds fina que la topologia de E y
menos fina que u (E, E"). Utilizando ahora el Teorema 1 de [9] vemos que
F[] es un subespacio complementado de E{r ] pero entonces FL[7 ] resulta
ser un espacio dual localmente completo. Finalmente, el hecho de que 7 y
la topologia de E coincidan sobre F demuestra que F es dual localmente
completo.
{2) Debido a (1) no examinaremos el caso en el que el subespacio de E que
tiene la propiedad (b) es cerrado. Sea entonces F un subespacio de E que tiene la
propiedad (b) y supongamos que F es denso. Si M es un conjunto absolutamente
convexo, ¢ (E', F) —cerrado y acotado de E', hiemos de probar que (E")y; es un
espacio de Banach. Denotemos por N el conjunto polar de M en E. Si probamos
que N es absorbente, M resultard o (E', E) —acotado y as{ (E')M sera completo.
Sea G la envoltura lineal de N; si demostramos que G es cerrado se tendrd que
G = E puesto que G D F. Por ¢l resultado (a) es suficiente demostrar que G N B
es cerrado para cada subconjunto B de E absolutamente convexo, cerrado y
acotado. Sea entonces B un tal subconjunto; como Ep estonelado y Eg n G es
de codimenxién finita en Ep resulta que el espacio Eg g es tonelado y por
ello existe un € > 0 de modo que N N E g D € (B N G); vemos entonces
que la clausura de E en B NG estd contenida en (1/€)N luego en G, de donde se
deduce que B N G es cerrado. Supongamos ahora que F es un subespacio de E ni
cerrado ni denso pero con la propiedad (b). Desde luego F es localmente tonela-
do y (1) prueba que también es dual localmente completo; razonando como en
(1) vemos que F' [ B(F', F)] es completo. En consecuencia F es dual localmen-
te completo.
(3) Basta probarlo para el caso en que F sea cerrado o denso (pues por ¢l
Lema 1 de[7] F'[u (F’, F)]es completo). Sea entonces F un subespacio denso
de E. Se razona como en la primera parte de 2) pero ahora hay que demostrar
que G (mantenemos la misma monenclatura que en (2) corta a cada subconjun-
to B de E absolutamente convexo y ¢ (E, E") —compacto en un cerrado. La
prueba de este hecho estd en el Teorema 1 de [7]. Si F es cerrado en E se razona
nuevamente como en el Teorema 1 de [7] siguiendo una idea de Tsirulnikov (ver
la prueba del Teorema 4 de {9] ).
(4) Se procede como en (1) y se tiene en cuenta que el cociente por un subes-
pacio cerrado de un espacio m—tonelado es nuevamente un espacio m—tone-
lado.
(5) Véase también el final del Teorema 1 de [7]. c.q.d.
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Nota 2. Si E es un espacio de Fréchet no reflexivo y no ¢ (E, E') —sucesional-
mente completo entonces E' [1 (E', E) | es un espacio de Mackey dual local-
mente completo pero no m—tonelado (Teorema 1 de [6]; si (x,,) es una sucesién
de Cauchy en E; no o (E, E') convergente existe un u e E™* que es o (E'*, E')
limite de (xp); si ponemos H = Ker u entonces H es un hiperplano denso de
E'[u(E, E) ] que no es de Mackey (Teorema 1 de [11] y que no es o —sucesio-
nalmente tonelado (resultado b)) pero si dual localmente completo ([10], ps. 46).
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