UNA CLASE DE ESPACIOS DE SUCESIONES VECTORIALES
por

FUENSANTA ANDREU*

SUMMARY.

In this paper we study certain barrelledness properties of a classe of spaces
of vector sequences. This spaces, introduced by Valdivia, extend the example of
a Banach quasi-reflexive space due to James.

Emr [4] (ver también [5]) James dié un ejemplo de un espacio de Banach J
isomorfo topoldgicamente a su bidual J, siendo J un subespacio cerrado de
codimensién uno de J”. Recientemente, Valdivia ( [10] y [11] pag. 307) ha defi-
nido una clase de espacios de sucesiones con valores vectoriales, extendiendo el
ejemplo de James, mediante la cual ha obtenido numerosos ejemplos de espacios
de Fréchet que son isomorfos topolégicamente a su bidual, siendo estos espacios
casi-reflexivos en un sentido mds amplio que en el definido por Civin y Yood [1].
En este trabajo estudiamos ciertas propiedades de tonelacién de estos espacios.

1. PRELIMINARES.

Todas las notaciones y propiedades concernientes a espacios localmente
convexos son tomadas de [6].

Denotamos por N el conjunto de los nimeros naturales, y por K el cuerpo
de los nlimeros reales o complejos. Los espacios vectoriales usados estin defini-
dos sobre K. Dado F un espacio vectorial, denotamos por w (F) el conjunto
de todas las sucesiones x = (x,) de F. Si r es un nimero natural, escribimos

xp@=x, , n=r,r+1,..,x,(r)=0,n=1,2,..,rl.

* Este trabajo ha sido realizado en el Departamento de Teoria de Funciones de la Facultad
de Matemdticas de Valencia, bajo 1a direccién del Prof, Dr. M., Valdivia.
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Xpltl=%x, , n=142,..,r1, x,[1] =0,n=1,7+1,...

x(@M = &, M), x[r] = (x, [])-

Si z € F, ponemos ze, para denotar el elemento (x,) de w (F) tal que
X =0, m#F 0, x,

Representamos por H el conjunto de todas las sucesiones finitas de nliimeros
naturales de la forma (1,,1,, ...,Tan + 1), CON

= Z.

I < 15} < ... <l'2n+ 1 -

En lo sucesivo, E denotard un espacio localmente convexo y separado con
dual topolégico E’. Si B es un subconjunto absolutamente convexo, cerrado y
acotado de E, denotamos por Eg la envoltura lineal de B dotada de la norma de-
finida por el funcional de Minkowski de B.Dado (x,) € w (E), diremos que (x,,)
converge a x en el sentido de Mackey, si existe un subconjunto B absolutamente
convexo, cerrado y acotado de E tal que x, - xeEp y (%, - X) converge a cero en
Eg.

Sea < E, F > un par dual, denotamos por ¢ (E, F), u (E, F) y 8 (E, F) las
topologias débil, de Mackey y fuerte sobre E; por § * (E, F) la topologia sobre
E de la convergencia uniforme en los conjuntos § (F, E) —acotados de F.

Dado E un espacio localmente convexo y separado, dotado de la topologia
T definida por la familia de seminormas { p;, iel } y x=(x,) un elemento de
w (E), escribimos

1/2

n
2 2 .
qi (X) = Sup (E pi (xr2j-1 - szj) +p1 (x[2n + 1) ) ,1€ Ia

i=1

donde el supremo es tomado en H.
Sea

J{E} = { x = (xpew(B): q;(x) < + oo Vel }

J { E } es un espacio localmente convexo y separado con la topologia G defini-
da por la familia de seminormas {q; , iel} (ver[11] pag.307). Representa-
mos por J [E] el subespacio de J E de todos aquellos elementos x = (x,)
que convergen al origen en E. Suponemos J [E] dotado de la topologia G .
Escribimos J* [E] y J” [E] para representar el dual topoldgico de J [E] y
el dual fuerte de J’ [E], respectivamente. Denotamos por F la compleccion de
J [E] (B(Y [E],J[E]D). Sif € Fy x =(xy) es un elemento de J [E], tenemos que



Una clase de espacios de sucesiones vectoriales 5

+ae
<x,f>= ) <x,f >

n>°n

n=1

(ver [10] prop. 12.4), siendo f, una forma lineal sobre E tal que
<z, f,>=<ze,,f> , zeE,neN.

En lo sucesivo, los elementos de F los escribiremos en la forma f = )
Representamos por L el subespacio de J [E] de los elementos x = (x,) tales
que (x (r)) converge al origen en el sentido de Mackey. Obviamente, L es un sub-
espacio denso de J [E].
Escribimos P para representar el subespacio de w (E) tal que f= (f,) ePsi,
y sélo si,

+an
Zl <xp,f,> < += Vx=(x,)eJ [E].
&

Es fécil probar que P es un subespacio de F, cumpliéndose ademds que si
f o (fp) € P, entonces f es el limite en F(3 (F, J [E])) de la sucesién (f [n] conte-
nida en J’ [E].

2. PROPIEDADES DE TONELACION.

En este apartado vamos a estudiar qué propiedades de los espacios E y E’ se
transmiten a los espacios L y P, respectivamente.

Valdivia en [10] 39.4 da el siguiente resultado:

(a) “Si (f,) es un elemento de w (E’) de forma que para cada subconjunto
acotado A de J [E], el conjunto

I
z < xg.f, > iteN, x=(x,)eA

n=1

es acotado en K, entonces (f ) eP.”
Es ahora inmediato el siguiente resultado

2.1. Lema. Sea { g* =(g5) :seS, > } unared de elementos de P 8 (P, L) —aco-
tada, de forma que para cada n € N la red | g: :seS, =} convergea g, en
E’ (o (E’,E)). Entonces g = (g,) es un elemento de P.
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Demostracion. Sea B un subconjunto acotado de J [E], entonces A = { x [r],
reN, x =(x ) eB } es un subconjunto acotado de L (¢ (L, P)), y por tanto

by
sup' | 5 <xq,8 > :xeB,reN,seS | <+,
n=1
de donde se desprende que
T
sup{l z <xp 8> | ,xeB,reN <+oo .
n=1

Finalmente, por (a), obtenemos que g =(g, ) e P.
c.q.d.

2.2, Proposicion. Si E’ (¢ (E’, E)) es casi-completo, entonces P (¢ (P, L)) es casi-
completo.

Demostracion. Dado A un subconjunto acotado de P (¢ (P, L)), por [10] 42.4,
existe un subconjunto B acotado de J’ [E] (¢(J° [E], J [E])) cuya clausura en
P (o (P, L)) contiene a A. Por el lema de Bourbaki-Robertson ([6] § 18, 4 (4)),
E’ (u (E’, E)) es casi-completo y por [10] 46.4, obtenemos que P(u (P, J [E])
es casi-completo. Tenemios, pues, que B es acotado en P (8 (P, J [E] )). Sea

f$ = (f%),seS, > 1

una red de elementosde B o (P,L) —Cauchy.ParacadaneN,lared { tz,s €S,>}
es una red acotada y de Cauchy en E’ (¢ (E’, E)); sea, pues, f_ el limite de dicha
red en E’ (0 (E’; E)). Escribimos f = (£, ), por el lema anterior, { es un elemento
de P. Veamos, finalmente, que fesellimite delared (1). Dadox= (x,) €L, puesto
que P (u (P, J [E]D) es casi-completo y todo acotado de J [E] es o (J [E], P)—
acotado, podemos afirmar que (x (r)) converge a cero en J [E] (8 (J [E], P)).

Por tanto dado € > 0, existe m, €N tal que para todo m 2 m,, p = 0.

m +p
sup {1 <xp, B-f,> |, seS < /2. 2

n—m
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Por otra parte, dado x[m,], existe s, €S tal que

m , 1
I Y <xuf - >1<e2 Vs >s, (3)

n=1
de donde se deduce

m 1
I Y <xufB-f,>1< ¢2 Vs>s, )
n=1

Por ultimo de (2) y (4), se tiene que

m, —1

I <x,f-f> 1<l ) <x,f-f,>1+
n:
+ oo
| 2 <x,B-f,>1<e2Vs>s,.
- c.q.d.

Es ahora inmediato el siguiente resultado

2.3. Corolario. SiE (T) es un espacio tonelado, entonces L (u (L, P)) es tonelado.

24. Lema. Sea A un subconjunto absolutamente convexo y compacto de
J[E] (o (J [E], J’[E])). Entonces el conjunto ‘

B=r{x[r] : x =(x,)eA, reN}
es ¢ (J[E), J’ [E] ) — relativamente compacto.
Demostracion. Puesto que B es acotado, bastard ver que la clausura débil de
B, B, es un conjunto o (J [E], J’ [E] ) —completo. Sea

{ys=(5) , seS, =} §))
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una red de elementos de B o (J [E], J’ [E] ) — Cauchy. Para cada neN defini-
mos T, ={x, :x = (x)eA } ;esobvio que T esun subconjunto relativa-

mente compacto de E (¢ (E, E)), y la red

{yS, seS , >}

es una red de elementos de T, o (E, E’) — Cauchy; sea, pues, y, € E el Ifmite de
dicha red. Escribimos y = (y,, ). Para cada re N, tenemos que { ys [r] ,seS, > }
converge a y [r] enJ [E] (0 (J [E], J’ [E] )). Podemos por tanto asegurar que
y [r]eB para todo reN, con lo cual {y [r],reN } es un subconjunto acotado de
J [E]. Es ahora obvio que

q;(y) < sup { q;(y[r]),reN} Viel,

y por tanto que y =(y_)eJ{ E}. Veamos por dltimo que y es el Iimite de la red
(1), con lo cual habremos cuncluido la demostracion ya que J [E] es un subes-
pacio cerrado de J {E} . Dado € > 0 yf = (f ) unelemento de J’ [E], por
[11] § 6.2 (1), podemos encontrar r_ e N tal que

+ oo
| <ys@,f>1=1 32 <y, f >1<€/3Vr>r,ses )
n=r
y
rtm
LY <y f,>1 < €3 Vizr,m>0 ;
n=r
de donde se deduce que
| <y(@,f>1<€/3 V=1, 3)

Por otra parte, como { ys [r ], seS, > } convergeay [r,] existe s €S tal que

| <ys[rg]-ylr, L f> 1< € /3 Vs>s,. €Y

Por dltimo, de (2), (3) y (4), se desprende que

|<yS—y,f>|< e V s=>s . cqd.
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2.5. Corolario. Sea A un subconjunto absolutamente convexo y compacto de
J{E] (¢ (J [E], P)). Entonces el conjunto

B=0 {x[r]:x = (x,) €A, reN }

es o (J [E], P) —relativamente compacto.

Demostracién. Basta repetir el razonamiento de la demostracion anterior, tenien-
do en cuenta que el resultado [11] § 6.2 (1) es cierto para cualquier forma lineal
sobre J [E], continua sobre los subconjuntos acotados de J [E].

c.q.d.

2.6. Proposicion. Si E’ (o (E’, E)) es sucesionalmente completo, entonces
P (u (P,J [E])) es sucesionalmente completo.

Demostracion. Sea
{ ff =(f) : reN } S ¢))

una sucesién de Cauchy en P (u (P, J [E])). Para cada n € N la sucesién

{ fI, reN } es de Cauchy en E’ (u (E’, E)), y por tanto converge a un cierto
elemento f de E’. Escribimos f = (f ). Dado ¢ >0y Aun subconjunto absoluta-
mente convexo y ¢ (J [E], P) —compacto,por2.5., podemos suponer que x [r] € A
para todo x = (x_) € A y re N; luego podemos afirmar que existe r_ € N tal que

m

sup‘l 2. <xn,f1n—f;’>I:x=(xﬂ)eA,meN}<e,Vr,r’>r,

[+]

n=1
de donde se desprende que

m
sup II > <x,,fh=f, > 1:x =(x)eA, meN ] <eVizr,. (2
n=

De la misma forma, teniendo en cuenta que x [r + p] —x [r]e2A para todo
reN, p = 0, obtenemos que

m+p
sup{l > <xp,ff-f, > |:x=(xn)eA,meN,p>0}<€ Vr>r1,. (3)

n=—m
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Finalmente, de (2) y (3) se deduce que f es un elemento de P y que ademis es
el limite de la sucesién (1) en P (u (P, J [E])).
c.q.d.

2.7. Corolario. Sea E’ (0 (E’, E)) sucesionalmente completo. Six =(x,) €L, en-
tonces (x [r]) converge a x en L (8 (L, I’ [E])).

Demostracion. Si x e L, tenemos que (x [r]) converge a x en el sentido de Mac-
key. Por otra parte, si A es un subconjunto acotado de J’ [E] (¢ (3’ [E], L)), A
es 0 (P, J [E]) —acotado (ver [10] 42.4), y por 2.6., A es 8 (P, J [E]) —acotado.
La conclusion es ahora obvia.

c.q.d.

2.8. Proposicion. Si E’ (o (E’, E)) es sucesionalmente completo, entonces
P (o (P, L)) es sucesionalmente completo.

Demostracion. Sea
{ fr =(fr) : 1eN} (1)

una sucesién de Cauchy en P (o (P, L)); por [10] 42.4, A = { fr,reN} es
o (P, J [E]) —acotado, y por tanto, aplicando 2.6., A es (P, J [E]) —acotado.
Por otra parte, para cada neN, la sucesion  { f; : 1eN } es de Cauchy en
E’ (0 (E’, E)), por lo que converge a un cierto f_ €E’. Escribimosf=(f ),por2.1.,
feP. Finalmente, usando que 8 (L, P) = B(L, J[E]) (ver [10] 42.4) v el resulta-
do anterior, es ficil probar que f es el limite de la sucesién (1) en P (o (P, L)).
c.q.d.

Un espacio localmente convexo E (T) es numerablemente tonelado (numera-
blemente casi-tonelado) si cada subconjunto o (E’, E)—acotado (8(E’, E) —acota-
do) que es unién numerable de T—equicontinuos es un T—equicontinuo (ver

[3D.

2.9. Proposicion. Sea E (u (E, E)) un espacio numerablemente tonelado. Enton-
ces L (i (L, P)) es numerablemente tonelado.
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Demostracion. Sea

un subconjunto acotado de P (o (P, L)), de forma que A es u(L, P) —equicon-
tinuo para todo ne N. Dados n, k ¢ N, definimos

+ oo
ak = A0 if=()eA, ), Ho= | By .

n=1

o]

Evidentemente, Hy es o (E’, E) —acotado y B, es u(E, E’) —equicontinuo
para todo n, ke N. Por tanto, H, es u(E, E’) —equicontinuo. Para probar que A
es u(L, P) —equicontinuo, bastard ver que toda red en A o(P, L) —Cauchy con-
verge en P. Sea ‘

{fs = (fs) , seS, >} (1)

una red en A o (P, L) —Cauchy; es claro que { f¢, seS, >} esunared en H,

o(E’, E) —Cauchy para cada keN, y por tanto converge a un cierto f, eE’.

Escribimos f = (f ). Por 2.8 y 2.1, tenemos que f es un elemento de P. La
demostracion se concluye como en 2.8.

c.q.d.

Por [10] 49.4, dado A un subconjunto acotado de P (8(P, L)), existe un
subconjunto B acotado de J’ [E] (8(J° [E], J[E])) tal que la o (P, L) —clausura
de B contiene a A. Como consecuencia de este resultado tenemos que las topo-
logias §* (L, P) y 8* (J [E], J’[E]) coinciden sobre el espacio L. Es ahora inme-
diato el siguiente resultado.

2.10. Lema. Six = (x_) e L. Entonces (x [1]) converge a x en L (B* (L, P)).

2.11. Proposicion. Sea E (u (E, E)) un espacio numerablemente casi-tonelado.
Entonces, L ((L, P)) es numerablemente casi-tonelado. '

Demostracién. Sea
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un subconjunto acotado de P (8(P, L)), de forma que A es u(L, P) —equicon-
tinuo para todo neN. Para cada n, k eN definimos B, y H, como en 2.9.
Obviamente, B, es u (E, E’) —equicontinuo y H,_ es B (E’, E) —acotado; por
tanto, H, es u(E, E’) —equicontinuo. Finalmente, teniendo en cuenta el lema
anterior, la demostracién se concluye como en 2.9.

c.q.d.

Un espacio localmente convexo E (T) es w —casi-tonelado si cada sucesién
de elementos de E’ que es §(E’, E) —acotada es un T —equicontinuo (ver [7]
y [2]1). E (T) es sucesionalmente tonelado (sucesionalmente casi-tonelado) si
cada sucesi6n en E’ que converge a cero en E’ (0(E’, E)) (B’ (B(E’, E)) es un
T—equicontinuo (ver [12]).

2.12. Proposicion. Sea E (T) un espacio w —casi-tonelado. Entonces, L (u(L, P))
es w —casi-tonelado.

Demostracién. Sea A un subconjunto numerable y acotado de P (8(P, L)); para
cada ke N, escribimos A, = { f: f=(f,)e A} . Evidentemente, A, es numerable
y 8 (B, E) —acotado, con lo cual [” A, es ¢ (E’, E) —relativamente compacto
para todo ke N. Sea

{f5=(f3) , seS, = }
una red en ™ A o (P, L) — Cauchy; es obvio que { .58, > } esunareden
A, o(E, E) —Cauchy, luego converge a un ciertp f; en E’ (¢ (E’, E)). Escri-

bimos f = (f,). La demostracion se concluye ahora como en la proposicion ante-
rior.

c.q.d.

2.13. Proposicion. Sea E (T) un espacio sucesionalmente casi-tonelado. Enton-
ces, L (1 (L, P)) es sucesionalmente casi-tonelado.

Demostracion. Sea
A= {fr=(fI),reN }

una sucesion convergente a cero en P (8(P, L)). Para cada ke N, definimos A, =
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{ fx , reN } ;es facil ver que la sucesion anterior es B(E’, E)—convergente a

cero y, por tanto, [ A, es o (E’, E) _relativamente compacto. La demostracién

se concluye ahora como en 2.11. '
c.q.d.

2.14. Proposicion. Sea E (T) un espacio sucesionalmente tonelado. Entonces,
J[E] (u{ [E], P)) es sucesionalmente tonelado.

Demostracion. Sea
A={fr = (ff), reN}

una sucesién o(P, J [E]) —convergente a cero. Para ver que A es u(J [E], P)
—equicontinuo, bastard probar que la o(P, J [E]) —clausura de [™ A, que deno-
tamos por B, es o (P, J [E]) —compacto, o equivalentemente que (Pg, I 1)
es un espacio de Banach, siendo I 5 el funcional de Minkowski de B (ver [9]
lema 1). Para cada n e N, definimosA = { f?,ne N} ;esclaro que { fl,neN }
es una sucesion o (E’, E) —convergente a cero, y por tanto (E’; , I ;) es un
espacio de Banach, siendo B la ¢ (E’, E) —clausura de la envolturd absolutamen-
te convexa de A para cada n e N. Sea

{gk=(gX) keN | (1

una sucesién de Cauchy en (Pg, | ll5). Es fécil probar que

Il gk — gk | B, < lgk—gt Iy Vi kkeN;
por tanto, { gk,keN } es una sucesion de Cauchy en(E’y , Il I 5 ). Deno-
n n

tamos por g, el limjte de cada una de estas sucesiones y escribimos g =(g,).
Como la sucesién (1) es p (P, J [E]) —Cauchy, dado € >0 y D un subconjunto
o (J [E], P) —compacto, (por 2.5 podemos suponer que x [r]eD Vx = (xy)
€D, reN) existe ke N tal que

I
sup i I 5 <x,,gk-gk >1;x = (x))eD,reN t < e VkK >k,

n=1
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de donde se desprende que

I
sup{ | > <xp,gf —g,>1;x=(x)eD,reN | < € Vk>k,.

n=

De donde se deduce, teniendo en cuenta que x [m] — x [m + p]e 2D para cada
men, p 2 0, que g es el Iimite de la sucesién (1) en P (u (P, J [E]). Finalmente,
aplicando el lema de Bourbaki-Robertson, se concluye la demostracién.

c.q.d.

Dado E (T) un espacio localmente convexo, diremos que un subconjunto A
de E es casi-cerrado si corta a los subconjuntos absolutamente convexos, cerra-
dos y acotados de E (T) en conjuntos cerrados (ver [6] pag. 296). Diremos
que E (T) es un espacio fuertemente tonelado (semibornolégico) si cada con-
junto absolutamente convexo, casi-cerrado y absorvente (bornivoro) de E (T) es
un entorno de cero en E (T) (ver [8]).

2.15. Proposicion. Sea E (T) un espacio semibornolégico. Entonces, L (u (L, P))
es semibornolégico.

Demostracion. Sea G ~ la topologia que tiene como base de entornos de cero

los subconjuntos absolutamente convexos, casi-cerrados y bornivoros de

L (u (L, P)). Representamos por L * el dual topolégico de L ( G +). Evidente-

mente, G~> u (L, P); por tanto, bastard con probar que P=L". DadofeL "™,
definimos'f, tal que

<x,f,>= <xe,,f> VxeE, neN.
Es ficil comprobar que f, es un elemento de E’ para cada n € N. Escri-

bimos g = (f;). Sea A un subconjunto acotado de J [E], entonces B =
{x[r],x=(xs) €A, reN } es G v—acotado, por lo que existe M > 0 tal que

sup { | <x[r],f>1:x=(x,)eA,reN} =

T
=sup| | 3 <xp,f, >1:x=(x)eA reN | <M.

n=
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Por (a), obtenemos que g es un elemento de P. Dado x = (x,) € L, veamos final-
mente que (x [r]) converge a x en L (G +), con lo cual tendremos que f coincide
con g. Sea U un G+~ —entorno de cero absolutamente convexo y G v —cerrado;
escribimos W = { (hy) : heU® } | siendo U°® el polar de U en L . Dado A un sub-
conjunto ¢ (L, P) —acotado, ponemos B = { x [r] : x=(xp)eA, relN},
entonces .

sup { 1 <x[r],h>1| : x =(x,)eA,reN,heUe } =

I
=Sy LY <k n > | x=(x,)eA reN, (h)eW

n=

De donde se deduce que W es (P, L) —acotado. Dado x = (x,)¢€L, por 2.10,
existe r, e N tal que

x[t] — x[P]eWe Vr,r > I,

y por tanto

x[r] — x[P]eU®® =U Vrr >1,.
Tenemos, pues, que (x [r]) es una sucesién G v —Cauchy. Por Gltimo, teniendo
en cuenta que los "G, -entornos de cero los podemos tomar casi-cerrados, es
facil porbar que (x [r]) es G+ —convergente a x.

c.q.d.

2.16 Proposicion. Sea E (T) un espacio fuertemente tonelado. Entonces L (u(L, P))
es fuertemente tonelado.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de 2.3 y la proposicién anterior.
c.q.d.
No sabemos si J [E] coincide con L cuando E tiene la propiedad de Mackey
(i.e., toda sucesion convergente a cero en E converge a cero en el sentido de Mac-
key). Vamos a dar un ejemplo de un espacio E que no tiene la propiedad de
Mackey para el cual J [E] es distinto de L.

2.17. Ejemplo. Dada una sucesidén creciente de niimeros naturales de la forma
n, <n, <... <n <... ,keNyxe[l,2]. Construimos la sucesion (a,)
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tal que

a. =(k-+p)}x , n, + 1 <r< n,4+; ; p,reN.
Denotamos por A el conjunto de todas las sucesiones (a,) definidas de ia forma
anterior; es claro que el cardinal de A, que denotamos por | A | , coincide con
el cardinal de [1, 2]. Sea I un conjunto de indicestalque | I { = | R |, siendo R
el conjunto de los nlimeros reales. Denotamos por wy el espacio RR con su topo-
logia producto. Puesto que para cada i€l existe una finica (a;,) de A, definimos
xm = (1/a;,); , neN.
Escribimos x = (x1). Es claro que la sucesion (x™) converge a cero en wy. Porotra
parte, es facil probar que x es un elemento de J [cw;], ya que (1/a;,), € J [R]

para todo i e I. Supongamos existe una sucesién (A,) de niimeros reales tal
que diverge a + o con (A, x(n)) convergente a cero en J [w;], con lo cual

(n x™) (1)

convergerd a cero en wy. Sea ( A n,) subsucesion de ( A, talque A n = k2
para todo k e N; escribimos (8 ,), siendo

B,=1,1<r<n; ;B8,=k+D?,n +1<r<ng 4, , keN.

Es obvio que (8 ;) € A, por lo que existe je I tal que (8,) = (a;,). Luego

Ag x"k = Ap (1/a ) > 1 V keN,

lo que contradice (1). Podemos, pues, afirmar que x no es un elemento de L.
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