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por
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INTRODUCCION

La estabilidad de la convergencia simple y de la convergencia simple sobre
cada H e #( frente a la medida imagen , al producto tensorial de medidas y al
producto por funciones se ha estudiado en (5) y (7) para medidas de Radon de
tipo (#() sobre un espacio topolégico arbitrario.

Por otra parte, en (6) se estudia la estabilidad de los dos tipos de convergen-
cia anteriores frente al limite proyectivo de medidas de Radon (no necesaria-
mente localmente finitas) sobre espacios topoldgicos (no necesariamente sepa-
rados).

En (2) y (12) se estudia la estabilidad de la convergencia débil de sucesiones
de medidas de probabilidad en espacios métricos separables, frente a la medida
imagen. ’

En este trabajo se introduce un nuevo tipo de convergencia, la convergencia
débil sobre cada H e H, para medidas de Radon de tipo (¥() sobre un espacio
topolégico arbitrario y se estudian sus relaciones con la convergencia simple,
la simple sobre cada H € J( y la convergencia débil. Se estudia también la estabili-
dad de la convergencia débil y de la débil sobre cada H € ¥ frente a la medida
imagen, al producto por funciones, al producto tensorial y al limite proyectivo
de medidas.

A lo largo del trabajo, E designard un espacio topoldgico no necesariamente
separado, § y B las clases de los abiertos y de los conjuntos de Borel de E res-
pectivamente, J( una familia filtrante (C) de conjuntos cerrados en E y M(E,J()
el conjunto de las medidas de Radon de tipo () sobre E. En lo relativo a la
teoria general de las medidas de Radon de tipo (#) nos remitiremos a (10) -
mientras que las definiciones de los distintos tipos de convergencia, en el espacio
M(E,¥(), no explicitadas en este trabajo, pueden verse, por ejemplo, en (7).
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El método de introduccién de las convergencias simple y débil sobre cada
H e J( puede extenderse al caso de medidas regulares ms generales que las medi-
das de Radon y, para estas medidas, puede hacerse un estudio similar al realizado
en (5), (7) y en este trabajo.

1. CONVERGENCIA DEBIL DE MEDIDAS.

1. Definicion: Sean (u;);e1 una red en M(E,}) y u e M(E,¥). Se dice que la
red (u)ier es débilmente convergente sobre cada H e JC a # o, de manera mas
breve, w(¥)-convergente a y, cuando

(G N H) < lim inf ; (G N H)

para todo abierto G C E y todo H e K.

Es evidente que la convergencia simple implica la convergencia simple sobre
H e # y que ésta implica la convergencia débil sobre cada H e 3. Mas adelante
veremos algunos casos en los que también se dan las implicaciones en sentido
contrario.

2. Proposicion: Sean (u;)ie1 una red en M(E,30) y j e M(E,¥C). Entonces son
equivalentes:
2.1. Lared (ki)iel es co(30)-convergente a p.

2.2. Para cada H e ¥ se tiene
u(H) <lim inf y(H).

2.3. Para cada conjunto u-medible X CE se verifica

' (X) <lim inf ui(H).
Demostracion: Del teorema 74 de (10) resulta que

u(H) = sup { u(GﬂH):GeQ}
< sup { liminf ;(GNH): G e§ }
<lim inf w;(H) ’

luego 2.1 implica 2.2.
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Por el teorema 75 de (10), para cada conjunto u’-medible X C E se verifica

w(X)= sup {u(H):XDHeJC}
< sup {liminfui(H):XDHeJC}
< lim inf g(X)

¥, por tanto, 2.2 implica 2.3.
Finalmente, para cada abierto G C E 'y cada H € I(, el conjunto G N H es de
Borel y, por consiguiente, y-medible, luego 2.3 implica 2.1.

3. Proposicion: Sean (Lii)iel una red en M(E,¥0) y 1 e M(E,¥0). Se verifican
las siguientes propiedades:

3.1.8i (uiet es w(¥()-convergente a u, entonces (u;)ie; es débilmente
convergente a |1 si y sélo si

lim sup pi(E) < u(E).

32.5i todo H e K es p-Riemann integrable ('), entonces (u)ier es
w(¥0)-convergente a . si y sélo si para cada abierto G C E de medida MG) < + oo,
se verifica

#(G) < lim inf u(G).

3.3.8i (uj)ier es débilmente convergente a i y todo H € ¥ es u-Riemann
integrable, entonces (1;)ie1 €s w(I()-convergente a p.

3.4.8i W(E) < + 3 todo H € ¥ es y-Riemann integrable y (u;);eg es débil-
mente convergente a u, entonces (u;)ie1 es simplemente convergente a u (y,
por tanto, s(3()-convergente a ).

Demostracion:
3.1. Es evidente que si ()i es w-convergente a u, se verifica

lim sup pi(E) < u(E) .

Supongamos ahora que se cumple esta desigualdad. Por la proposicién 2, para
cada abierto G C E es-u(G) < lim inf y;(G) y, ademds,

u(E) < lim inf y; (E) <lim sup u;(E) < u(E),
luego (u)ier es w-convergente a .

(1) La definicién de conjunto g-Riemann integrable puede verse, por ejemplo, en (9) 4 en
1.
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3.2. De la proposicion 2 se deduce que si (i)ier es w(F)-convergente a u,
entonces

#(G) < lim inf y; (G)

para todo abierto G C E. Reciprocamente, supongamos que se verifica esta con-
dicién. Entonces, para cada H € ¥(, se cumple

u(H) = () < tim inf () <lim inf g (K1)
y de la proposicién 2 resulta que (u;)ie1 s w(#()-convergente a u.
3.3. Es consecuencia inmediata de 3.2.

3.4. Como en este caso (el es w(d)-convergente a y, de la proposiciéon 2
se deduce que

#(B) < lim inf ui(B) < lim sup u;(B)

para todo conjunto de Borel B C E. Por otra parte,
En consecuencia, lim ui(B) = u(B) y, por tanto, (i4;)ie] es s-convergente a j.

4. Proposicion: Sean (u;)ie1 una red en M(E,30) y u e M(E,¥(). Entonces, son
equivalentes

4.1. (uyier es s(F0)-convergente a 1.
4.2. (Kj)ie1 es w(F)-convergente a .y para cada H e IC se cumple

lim sup pi(H) < u(H).

Demostracion: Es evidente que 4.1 implica 4.2. Supongamos que se verifica
4.2. Entonces, de la proposicion 2 se deduce que

#(B NH) < lim inf y; (B N H) < lim sup u;(B NH)

para todo conjunto de Borel B y todo H € 4(. Por otra parte, de manera andloga
a como hemos procedido en la demostracion de 3.4, se prueba que

lim sup u;(B NH) < u(B N H).
Por consiguiente, (ij)ier es s(J0)-convergente a u.

5. Corolario: Sean (y)ie1 una red en M(E,3() y u € M(E,¥(). Entonces, son
equivalentes
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5.1. (My)ie1 es s-convergente a .
5.2. (Uydie1 es w(I)-convergente a |, todo conjunto de Borel de medida fini-
ta es (L) e1-regular y

lim sup p;(H) < u(H)

para todoHe ¥ .

Demostracion: Se deduce inmediatamente de la proposicién anterior y de la
proposicion 8 de (7). '

6. Corolario: Sean (i4;)ie1 una red en M(E,30) ¥y u € M(E,¥0). Si (u;)ier €5
w(I()-convergente a . y se verifica

lim sup p;(H) < u(H)

para todo H € ¥, entonces para cada abierto G C E y cada H e K, el conjunto
G N H es (i41)je1-compacto.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la proposicién 4 de este tra-
bajo y de la proposicion 7 de (7).

7. Observacion: Sean (up)ier una red en M(E,J) y u € M(E,#). Si (1j)ier es
w(¥)-convergente a u, entonces todo conjunto u-medible X C E que sea (;)ier-
compacto, es g-compacto ya que, dados un € > 0 y un recubrimiento abierto
(Gyier de X, existe un subconjunto finito F de I tal que

wX-— igF G{) <lim inf (X - it‘JF Gi)
<limsup pi(X — U Gy).
ieF
8. Proposicion: Sean (1;);e1 una red en M(E,30) y 1 € M(E,30). Si u(E) < + oo,

son equivalentes
8.1. (uy)ie1 €s s-convergente a .

8.2. (Miiel es w(H)-convergente a iy
lim sup 4(E) < u(E).

Demostracion: Es evidente que 8.1 implica 8.2. Supongamos que se verifica
8.2. Entonces, de la proposicién 2 se deduce que

u(B) <lim sup u;(B)
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para todo conjunto de Borel By, procediendo de manera andloga a como hemos
hecho en la demostracion de 3.4 se prueba que

lim sup pi(B) < u(B),

luego (u;)ier es s-convergente a u. ()

9. Proposicion: Sean (uj)ier una red en M(E,X) w(¥)-convergente a
ueM(E,30) e Y C E un conjunto u-Riemann integrable.
9.1. Si para cada H € 3C es lim sup pi(H) < u(H), entonces

lim (Y NH) =p'(Y NH)

para todo H ¢ ¥.
9.2. Si para cada H € 3 es lim sup py(H) < pu(H) y u'(Y)<+oo entonces
la igualdad ‘

lim pi(Y) = 1'(Y)

se verifica si y s6lo si Y es (u;)er-regular ().
9.3. Si lim sup y(E) < u(E) < + =, entonces

lim pi(Y) = p'(Y).

Demostracion:

9.1. Se deduce inmediatamente de la proposicién 4 de este trabajo y de la
proposicion 3 de (9).

9.2. Es consecuencia de la proposicién 4 del presente trabajo y de la propo-
sicién 4 de (9).

9.3. Resulta de la proposicién 3 de este articulo y de la proposicién 6 de 9).

10. Proposicion: Sean (u;)er una red en M(E,J() y u € M(E,¥). Si cada
H e 3 es completamente regular con la topologia relativizada, entonces son equi-
valentes

10.1. (upie es s(¥)-convergente a .

10.2. Paracada H e iy todo Y C E tal que Y N H sea u-Riemann integrable
se verifica

#'(Y NH) =lim gi(Y N H).

(2) Obsérvese que si cada H € §( es y-Riemann integrable, la implicacién 8.2 = 8.1 resulta
inmediatamente de 3.1 y 3.4. )

(3) Si (Y) = + = , laigualdad p(Y) = lim #i(Y) es trivial puesto que £ (Y) <lim inf u() <
<lim sup p;i(Y). '
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Demostracion: la implicacién 10.1 = 10.2 resulta inmediatamente de la
proposicién 3 de (9). Supongamos que se verifica 10.2. Por ser u(H) < + o para
todo H € ¥, del teorema 77 de (10) se deduce que

u( 0 F)=inf {u(F):Fe&}

para toda familia F de conjunto cerrados en H filtrante a la izquierda. Del Teo-
rema de Portmanteau se sigue que (uj)ier es w(F()-convergente a it y que

pu(H) =1im y;(H)

para todo H € 'y, por la proposicibén 4, (i1;);er es s(¥)-convergente a u.

2. ESTABILIDAD DE LA CONVERGENCIA DEBIL FRENTE A LA MEDIDA IMAGEN.

Si u € M(E,J0), E' es un espacio topolégico arbitrario, T: E - E' es una apli-
cacién p-medible y para cada conjunto de Borel B’ de E' ponemos u'(B") =
= (T (B")), del teorema 83 de (10) resulta que la funcién de conjunto u' = Tu
pertenece a M(E',3("), siendo X' la clase de los conjuntos cerrados H' de E' de
medida p'(H") < + o que sean imagen por T de algin H e 3.

11. Teorema: Sean (uy)ie1 una red en M(E,X(), T: E - E’ una aplicacion
uj-medible para todo i€l y y una medida de Radon de tipo (¥() sobre E tal que T
es u-medible. Si ¥(i = 3’ para todo i€l y la red (i;)ier es w(I0)-convergente a
u, entonces la red (Tu;)ie1 es w(H')-convergente a Ty

Demostracion: Sean G’ un abierto de E' y H' e J'. Como la aplicacién T es
p-medible Lusin, por el teorema 83 de (10), el conjunto T~} (G’ N H') es u-medi-
ble y de la proposicion 2 se deduce que

TG NH) =u(T-X(G' NH"))
<lim inf (T (G' NH"))
=lim inf Ty(G' N H')

luego la red (Tpy)ier es w(¥')-convergente a Tu.

12. Corolario: Con las notaciones del teorema 11, si ¥; = ¥(' para todo i€l,
cada H € ¥ es y-Riemann integrable y la red (14;);¢] es w-convergente a u, enton-
ces la red (Tuy)ie] es w-convergente a Tu.
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Demostracion: De la proposicién 3 se deduce que la red (uj)jer es w(F)-
convergente a u y por el teorema anterior, la red (Tuyier es w(¥')-conver-
gente a Tu. Ademds, en este caso, se verifica

Ti(E') = w(E) = lim 4(E) =lim uy(T™' (E) ) =lim Tpy(E")
y por tant, la red (Ty;);ep es débilmente convergente a Tu.

3. ESTABILIDAD DE LA CONVERGENCIA DEBIL FRENTE AL PRODUCTO POR
FUNCIONES

En el teorema 100 de (10) se demuestra que si 4 € M(E,¥) y p es una fun-
cién no negativa y u-integrable sobre cada H e #(, entonces la funcién real de
conjunto » definida sobre la clase B de los conjuntos de Borel de E por

»(B)=sup { [ypdu:BDOHeX}
pertenece a M(E,J(), v que si u(B) <+ oo (B ¢ B ), entonces
vB)=[fgpdu.
Esta medida v se denomina producto de u por p 'y se denota por pi.

13. Teorema: Sean (j;)ie1 una red en M(E,I(), u € M(E,¥() y p una funcion
no negativa e integrable sobre cada H e 3 respecto a las y; y respecto a u. Sila
red (uy)ier es w(F0)-convergente a u, entonces la red (puy)ier es w(FC)-convergente
a pu.

Demostraciérrrll: sean G un abierto de E y H e 3(. Dado € > 0 existe una fun-
cion simple f = kg:l o Xpp conog =0(k=1,... m)talquef<py

pu(GNH) = [, Ay pdu
m
< kE ag W(Ax NGNH)+e
=1

m

2, o lim inf pi(Ax NG NH) +e

N

< lim inf k’zizll ox wi(Ax NG NH) + e

< liminf f5 A g Pdy; te
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y de aqui se deduce inmediatamente que la red (puj)ier es w(#()-convergente
a pu. '

14. Corolario: Con las notaciones del teorema 13, si cada H ¢ ¥ es u-Rie-
mann integrable, la red (u;)ie1 es w-convergente a yy pu(E) =+ o=, entonces la
red (pu;)ie1 €s w-convergente a (L.

Demostracion: Por la proposicion 3, la red (u;)jer es w(F()-convergente a u y
por el teorema anterior, la red (pujier es w(¥)-convergente a u y como
pu(E) =+ o=, 1a red (pu;)ier es débilmente convergente apu. ’

15. Teorema: Con las notaciones del teorema 13, supongamos que cada
H ¢ ¥ es y-Riemann integrable, que max { u(E), pu(E)} < + o (*) y que
la red (uy)ie1 es w-convergente a y. Entonces son equivalentes

15.1. La red (pu;)ie1 s w-convergente a pi.

15.2. Dado € > o existen un H e 3 y una funcion simple no negativa f tales

que fly <plg y
lim sup puy(E) <lim sup fp; fdpj+e.

Demostracion: Supongamos que se verifica 15.1. Entorlllclzes, para cada € > 0,
existen un H e # y una funcién simple no negativa f =. kZ_: o Xp, tales que
f<py -

lim sup pyy(E) < pu(E)
< pu(H) +¢/2

< fu(H) + ¢

m
k§3 o u(Ax NH) +¢

=

<

Tz

1ak lim inf gij(Ax NH) + ¢
m

< lim inf kE ox ui(Ax NH) + ¢
=1

< limsup [y fduj+e.

(4) Evidentemente, si u(E) <+ « y p estd uniformemente acotada sobre cada H € ¥, enton-
ces pu(E) <+ =.
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Supongamos ahora que se verifica 15.2. El};clonces, para cada € > Q existen
un H e # y una funcién simple no negativa f = kZ ox Xa, tales que flg <plgy
=1

lim sup puy(E) < limsup [z fdu;+e

o .
= lim sup k2_31 o pi(HNAg) + ¢

=

< 2 o [lim sup py(HH)-lim inf py(H-Ay)]

A
8

2, oulu(E) — ulH = A] +e

kril)ll o p(Ax NH) + ¢
< fH fdu+e
< fH pdute
< pwE)+e

y de aqui resulta que

lim sup pu;(E) < pu(E)

y que la red (puj)ier converge débilmente a pu puesto que, en este caso, la red
(4ie1 es w(¥)-convergente a u y, por el teorema 13, la red (pu;)ier es w(¥)-
convergente a pu.

16. Proposicion: Con las hipotesis del teorema 15, se verifica 15.1 si y solo
§i todo conjunto de Borel es (puy)jer-regular.

Demostracién: Si todo conjunto de Borel es (pu;)iej-regular, de las proposi-
ciones 3 y 8 resulta que la red (u;);e1 es simplemente convergente a u y del coro-
lario 7 de (5) se sigue que la red (puj)ier es simplemente convergente y, por
tanto, débilmente convergente a u.

Reciprocamente, si se verifica 15.1, entonces todo H € 3 es pu-Riemann in-
tegrable y como pu(E) < + o, la red (pu;)ier converge simplemente a pu y del
corolario 7 de (5) resulta que todo conjunto de Borel es (py;);er-regular.
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4. ESTABILIDAD DE LA CONVERGENCIA DEBIL FRENTE AL PRODUCTO TENSO-
RIAL DE MEDIDAS.

Sean E; y E, dos espacios topoldgicos y uk € M(Ey,#) (k = 1,2), siendo
todo Hy € #(x regular para la topologia relativizada. Si 3 es la clase de los sub-
conjuntos cerrados de E = E; x E, contenidos en algin conjunto de la forma
H; x H; (con Hyg e ¥k para k = 1, 2), por el teorema 103 de (10), existe una
tGnica medida u € M(E,¥() que verifica u(B; x B,) = u'(B;). u*(B,) para cada
par de conjuntos de Borel By T E; y B, C E,. Esta medida se llama producto
tensorial en M(E,JC) de u* y u® y se denota por u' ® u?.

17. Teorema: Parak =1, 2, sea (/Jli‘)iel una red en M(Ey ,#(x) w(#y)-conver-
gentea u* e M(Ey,¥()y supongamos que cada H € 1 es u* ® u®-Riemann
integrable, entonces la red (ul ® u})ier es w(¥)-convergente a ' @ u.

Demostracién: Sea G un abierto de E; x E, de medida u! @ p*(G) <+
Por el teorema 73 de (10), G es u' x u®-compacto y como los abiertos de la
forma G; x G, con G; abierto en E; parai =1, 2 constituyen una base de la
topologia en E; ® E,, para cada e > O existe una familia finita
(G]f X Glz‘)k=1, ...,m de abiertos de la forma anterior tales que Glf X Glf cG
parak=l,... my

m
e PG <yt ® u’(kkilGlf x G§) +e.

Sea (Bll‘ X B_lz()k=1 ... n una familia disjunta de subconjuntos de E; x E, tales
que Blf esde Borelen E; parak=1,... ny1=12y

B

n
U Gf x Gk= U Bk x BE.
k=1 k=1

Entonces,

8

W oG < I u o Bf xB)te

<

T

| lim inf 1} (BY). lim inf 12 (B) + ¢
.. a 1 2k k
< lim inf kZ_)I M ® ui(Bi x B3)+e

< liminf uf ® u}(G)+e.



218 J. Fernindez Novoa y P. Jiménez Guerra

Por consiguiente, para cada abierto G de E; x E, de medida u! x
(G) < + o0 se verifica

p @ p? (G)<lminfui ® uf (G)
y por3.1., lared (u} ® uf)ier es w(¥()-convergente a u* ® u?.
18. Teorema: Con las notaciones del teorema 17, si la red (“{()iel es w-con-
vergente a uk, uk(Ek) <+ o0y cada Hy € H es uk-Riemann integrable para k=1,

2, entonces la red (pil X u% )iel €8 w-convergente a u* x u*.

Demostracion: De manera andloga a como hemos procedido en la demostra-
cién del teorema 17 se prueba que para cada abierto G de’E; x E, se verifica

u' @ u? (G)<liminfu! ® uf (G)

y de aqui se deduce que lared (4} ® pf);ep converge débilmente au' ® u® ya
que

lim u} ®  (By x Ex) =lim g (E,) . lim g} (E;)
=u'(Ey) . #*(E2)
_ 1 2
=u @ u* (E; xEy).

19. Corolario: Con las hipétesis y notaciones del teorema 18, si (u'(E,),

B2(E,)) @ (0, + ), (+,0) ,entonces lared (ui x u})iel es w-convergente
1 2
au' x pt.

Demostracion: Resulta inmediatamente del teorema anterior.

5. ESTABILIDAD DE LA CONVERGENCIA DEBIL FRENTE AL LIMITE PROYECTIVO
DE MEDIDAS.

Sean (E, E;, 7jj, mj, 1) un sistema proyectivo de espacios topologicos dota-
dos de medidas de Radon de tipo (¥(;) y #C una familia de subconjuntos cerrados
de E. Si u es una medida de Radon de tipo (¥() sobre E tal que u; =mi(), en el
sentido de que ui(B;) = ufn] 1(Bi)] para todo conjunto de Borel B de E;, enton-
ces se dice que u es limite proyectivo de las medidas ;. En el caso de que para
cada H e ¥ exista un indice iy tal que m;(H) sea cerrado en E; para todo i =iy y
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de que sea lim sup pji[mi(H)] <+ o=, entonces la medida 1imite proyectivo de las
medidas p;, si existe, es Gnica.

20. Teorema: Sea { (E, E;, mjj, 7, ﬂ?) } aea unared de sistemas proyectivos
de espacios topoldgicos dotados de medidas de Radon de tipo (¥;) y suponga-
mos que para cada \eA existe u™e M(E,¥) que es limite proyectivo de las medi-
das yi". Si para cada indice i la red (ui}‘);\e A es w(H;)-convergente auna medida
ui € M(E;,30;) » existe u € M(E,¥() que es limite proyectivo de las medidas u;,
entonces la red (W )pep s w(I0)-convergente a y si y sélo si para cada abierto
G de E tal que u(G) = + o= se verifica

lim inf ui(G) =+ oo.

Demostracion: La condicion es evidentemente necesaria. Veamos que tam-
bién es suficiente. Sea G un abierto de E de medida u(G) <+ = . Entonces E es
u-compacto y, por tanto, para cada e > O existen E; y un conjunto abierto Gj de
E; tales que 7' (G;) C G y

uG) < pi(Gy +e -
< lim inf pMGy) + ¢
< lim inf gM(G) + ¢,
y de aqui resulta inmediatamente que la red (U ren €s w(F0)-convergente a .

21. Teorema: Con las notaciones del teorema 20, si para cada indice i la red
(Mi}\)xe A es w-convergente a una medida u; € M(E;, 3(;), entonces la red (WM )y en
es w-convergente a | si y sOlo si para cada abierto G de E tal que p(G) = + o0 se
verifica

lim inf y(G) =+ oo,

Demostracion: Basta proceder como en la demostracion del teorema ante-
rior y tener en cuenta que para cada indice i se verifica

w(E) = p(E;) = lim p](Ey) =1lim p(E) .
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