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1. GRAVITAZIONE E MAGNETOIDRODINAMICA

La relativitd generale di Einstein pud essere perfezionata in modo univoco,
a partire dalla “relativita speciale proiettiva” (RSP), basata sull’Universo di De
Sitter a curvatura constante + 1/r%, e sul gruppo di Fantappié a 10 parametri.
Otteniamo allora la “Relativita Generale Proiettiva” (RGP) nella quale, come
abbiamo visto nel precedente lavoro [1], si introduce la metrica pentadimensionale

(1,1) ds? =y, pdx# dxB (AB=1,.2.5)

In conseguenza, le equazioni di Einstein generalizzate

(1,2) RAB —(1/2)Ryp3 =XTap

stabiliscono un legame tra il tensore di curvatura e torsione di Cartan [2]ed il
tensore energetico del campo magnetoidrodinamico Hyp g, dato da

(1,3) Tap =HasH g +(1/4) 74gHrgHRS

che abbiamo calcolato a partire dalle equazioni di Maxwell generalizzate nell’Uni-
verso di De Sitter [3]. :

Per trascrivere le (1,2) in forma quadridimensionale, imponiamo la condi-
zione di normalizzazione di Weierstrass

(14) TaBX
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ed otteniamo allora il legame tra le coordinate proiettive %A e le coordinate x'
(coni=1,2.4), cioé

(1,5) gl=xlatl ; x5=rA!

dove abbjamo posto

1,6 A2 =7 55 + 275 X1 + yipexixK/r?
k

Sostituendo le (1,5) nelle (1,1), otteniamo la metrica generalizzata di Bel-
trami, non simmetrica, data da

gik = A (A7 7k — XiXk + YiYk)

(7 _4
Bik = A (XY — X Yi)

dove i due vettori X ed Yj sono cosi definiti

Xi=%s +7is X1

1,8
(1.8) 2Y;i = 01755 + (/10175 + (XX )01Yes

Tale metrica diventa simmetrica nei casi in cui X; =0, oppure Y; =0, ovvero
X; =Yj (in particolare Xj =Yj =0). Otteniamo in tal modo tre casi notevoli della
RGP.

In questo lavoro ci proponiamo di scrivere le equazioni gravitazionali genera-
lizzate nel caso del campo vettoriale-tensoriale, in cui \

(1,9) Yis=0i 5 Yss=1

Per semplificare i calcoli, supporremo che xi/r ~ 0, e cioé ci limiteremo al
caso di piccole distanze spazio-temporali dall’osservatore (X/r ~ 0, t/to ~ 0). In
consegueriza, dalle (1,6) ed (1,8) si deduce che

(1,10) A=1 ; Xi=¢; ; Y;i=0

e quindi la metrica indotta é simmetrica

(1,11) gik =Yk —?ix ; gk =0
- v

Se ne deduce che le coordinate proiettive (1,5) si riducono a quelle carte-
siane, cioé

(%]
I

(1,12) gi=xi ; X
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Con queste ipotesi semplificative, le equazioni del campo gravitazionale
vettoriale-tensoriale, assumono un aspetto assai semplice, ed otteniamo una teo-
ria formalmente analoga alla “relativitd proiettiva” di Veblen [5], ma con una
intepretazione fisica del tutto diversa, come vedremo meglio al n? 5. La teoria
cosi ottenuta vale allora “localmente” e per campi gravitazionali intensi, come
quelli generati dalla materia iperdensa.

2. IL TENSORE METRICO E LA CONNESSIONE PROIETTIVA

La teoria vettoriale-tensoriale, si ottiene a partire dal tensore

(2,1) Yik =8k toidx ; Yis=¢i ; Tss=1

Se allora teniamo conto della identita
(2,2) 'YAS'YSB =5AB
otteniamo il sistema di equazioni

Yk +dspi) + 150k =8% 5 105 + 715 =0

24) | :
Y +Dsdr) F Y5 =0 5 Vo +v 55 =1

Se ne deduce che

(2.4) Y=gl 5 S =_ gl PS=149e°

dove abbiamo posto qbi = gikqbk.
Fatta questa premessa, per calcolare le componenti della connessione proie-
ttiva

2.5) 2nf8c =745 (@B7Ycs +3c7TBs — 357BC)
teniamo presente che dalle (1,12) si deduce che
(2,6) 9i=0; ; 05=0

Se allora utilizziano le (2,1) e (2,4) e poniamo per brevita

2.7 2Q4k =0ipx — di ; 2ZTik =0didk + 0k
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la connessione proiettiva (2,5) ha le seguenti componenti 4-dimensionali

m={kd+ el + 0,04
(258) 7rls(l =Ekl - ¢Sﬂls(1 > ﬂis = _¢'SQ§I{
Mes =Ry 3 My =0 ; a¥s=0

le quali sono espresse in funzione delia connessione (costruita con le gy ) e del
campo vettoriale ¢.

3. STUDIO DEL TENSORE PROIETTIVO DI CURVATURA-TORSIONE

Contraendo il tensore di curvatura e torsione di Cartan, otteniamo il seguen-
te tensore doppio simmetrico

-3 .C A.C C D C .D
(3.1) RAB=0ATEc — 3¢5 + TEDTCA — TEATCD

Utilizzando le formule (2,8) e con calcoli laboriosi, ma elementari, si trova-
no le componente covarianti di tale tensore

Rik =Ry + 20 Qs — i Q% — Ok V25 + 616 02

(3,2) ) s 2
Ris =¢i2° — VsQ§ ; Rss=Q

dove Rik ¢ il tensore di curvatura contratto e V ; la derivata covariante, costrui-
ti a partire dalla metrica gjy, mentre 22 = Qikﬂlk.
Le componenti miste di R p si trovano cosi

(3.3) Ry =7ASRps =74%Rsp + 1A5Rsp -

Tenendo conto delle (2,4) e delle (3,2), otteniamo le seguenti formule che ci
danno le componenti miste '

Ry =Ry + 2050} — ¢y v, 0
(.4 RY =(¢:iQ? — V%) — ¢S(Rsi + 2059y, — 9i VsS2)
Ris =veQ¥ ; R% =0 +¢,y,0°

Invece, le componenti controvarianti del tensore Rap, si trovano con Ie formule

(3,5) ' RAB — 7ASRPS — 7ASR_l; + ,YAS RBS
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e risultano le seguenti

(3.6) .
R%® = Q% +2¢' VQF + ¢ R

Infine, ’invariante scalare é dato da
(3,7) R=72BR,p =7"Rys + 27" Rys + 755 Rss

’

Fatti i calcoli si trova che é dato da

(3.8) R=R- Q2

Dai risultati ottenuti si vede che le componenti pit semplici del tensore di
curvatura e torsione contratto cono le seguenti

(3.9) Rk =Rk +2080,% ; Ry =v,0l ; Ry =02

nelle quali il campo vettoriale ¢; interviene solo attraverso il tensore doppio anti-
simmetrico 2 Qi = Rot ¢;.

4. TL CAMPO GRAVITAZIONALE TENSORIALE;VETTORIALE

Le equazioni generalizzate di Einstein (1,2), nel caso del campo vettoriale-
tensoriale, se teniamo conto delle (2,1) e (3,2), si scrivene cosi, in termini 4-di-
mensionali:

“n Gix + 2Eix — i V% — 61 V05 +(1/2) 3R> —R)p i1 =X Tix
’ ‘Pl(392 —R)—ZVSQSI:'XTls . 392 —R=2XT55

nelle quaii abbiamo posto per brevita
(4.2) Gix =Rik — (1/2) gxR 5 Eix =0 Q g + (1/4)gc 2

Se nelle (4,1) teniamo conto delle ‘due ultime equazioni, esse si semplificano
nel seguente modo

Gix +2 Eix =X(Tix — ¢i Tis — ¢k Tis — 00k Tss)

4,3 .
(4.3) VS =X(¢iTss — Tis) ; 39% —R=2XTss




202 Giuseppe Arcidiacono

In particolare, se il tensore energetico del campo magnetoidrodinamico é
nullo (T 5 g =0), esse si riducono alle

4,4 Gik +2Eix =0 ; V0% =0 ; 3Q2=R

Dalla prima equazione, contraendo abbiano R= 0, ed allora

(4,5) Rik +2 Q25 =0 ; V,Q%=0 ; Q*=0

Se invece il campo gravitazionale vettoriale ¢ del tipo
(4,6) ¢i=Tis/Tss
le (4,3) si semplificano notevolmente, e diventano

Gik +2 Eix =X (Tik — 3 TisTks/Tss)

4,7 .
4.7 VsQ5=0 ; 3Q-R=2XTss

Se poi vogliamo scrivere le equazioni del campo tensoriale-vettoriale in for-
ma mista, avremo le equazioni

(4.8) R — (1/2)84 R=XTH

In base alle (3,4) esse equivalgono alle

Gi.k +2 Eik — ¢ V, Qri= XTik

(459) i i R
V¥ =XTls ; 2¢; VsQ¥ +3Q% —R =2 XT%

e tenendo conto delle due ultime equazioni, esse si possono scrivere nel seguente
modo

G + 2B =X(Th + ¢ Ts)

(4,10) T .
Vs =XT, ; 392 — R=2X(T% — ¢ T%)

In particolare, se Tis = 0, tali equazioni si semplificare riducendosi a quelle
pilt semplici

4,11) Gl +2E =xTh ; VQ¥i=0 ; 302 - R=2XT5
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Per concludere, scriviamo le equazioni del campo in forma controvariante,
cioé partiamo dalle

(4,12) RAB _ (1/2)vAB R =x TAB

In base alle (2,4) ed alle (3,6) esse diventano

R +2010% - (1/2)g% R - @) =xT¥
(4,13) 1 VQ8- ¢RI + (1/2) o} R—Q2) =X TIS
Q7 +29" Vi@ + 9:sR™ — (1/2) (1 + ¢59°) (R-Q?) =X T5S

Se teniamo conto delle ultime equazioni, esse si possono scrivere in forma
semplificata, cosi

Gk +2Ek=xTk ; V@i _ 6 - (1/2)91Q% =X T

4,14 . .
(4.19) (392% — R) +3¢195(G™ + g"5Q2) = X(T%% — 2 ¢4T*%)

Abbiamo cosi trascritto le equazioni di Einstein generalizzate, nel caso del
campo gravitazionale vettoriale-tensoriale, nelle tre forme covariante, controva-
riante e mista. '

5. CONFRONTO CON LA RELATIVITA’ PROIETTIVA DI VEBLEN

Come € ben noto, nella “relativita proiettiva” di Veblen [5], si introduce
una varietd proiettiva X4 ed un tensore simmetrico Y4 g che definisce un campo
di quadriche Q poste negli spazi tangenti ai punti della varietd. Le quadriche Q
hanno le equazioni

5.1) Yapx?x8 =0

e sono I'assolute di una metrica non euclidea locale. Se aflora poniamo
(5,2) CYss =15 Yas _=¢A

si puo definire una metrica riemanniana 4-dimensionale data da

(5,3) BAB=7AB — YAs7YBs =7AB — P08

Infatti poiamo verificare che gjs = gs; =0 ed inoltre gss = 0. Si pud in con-
seguenza costruire una geometria a connessione proiettiva per la X4, legata al
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campo di quadriche, la quale stia alla metrica non euclidea che tali quadriche
determinano, in una relazione analoga a quella che passa tra la geometria rie-
manniana e quella euclidea.

Fatta questa premessa, la connessione proiettiva di Veblen (2,5), si puo
esprimere in funzione del tensore gap e del vettore ¢ 5, nel seguente modo

(5.4)
218 =8*5(3csps + Opges — dsBpc) + 08 Tpc + 28%5(p gFgc + 9cFgp)

dove abbiamo posto
(5.9 ZFAp=0p0a —0pdp 5 2Zp=03,05 +0pd,
In conseguenza, il tensore Rz p, dato dalla (3,1) diventa
(56) Ryp=8l8kRy — (8405 +650,) Vi F5+2F,Fip + 0,65 F?
dove abbiamo posto F? = F;(F'®. Si ha infine R =R — F2.

Fatta questa premessa, le equazioni della teoria unitaria di Veblen, si rica-
vano a partire da un principio variazionale, e sono date da

G.7) Pa —949p0'=0

dove abbiamo posto per vrevita
(5.8) Tap=Rap—(1/2)7,5 R ; I'=7ABr,;=_3R/2

Le (5,7) scritte in forma 4-dimensionale, diventano

(5.9) Gk +2Mk=0 ; V,Fs=0 ; R=0

dove abbiamo posto
(5.10) Mk = FSEK + (1/4)g F2

Se allora interpretatiamo le ¢; (con ¢ = ¥ss = 1) come potenziali elettro-
magnetici, le Fig ci danno il campo elettromagnetico, mentre M* sara il tensore
energetico del campo elettromagnetico. Se ne deduce che la prima equazione
(5,9) € quella di Einstein, in presenza di un campo elettromagnetico, la seconda
equazione coincide con quella di Maxwell, in assenza di cariche-correnti elettri-
che.
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Otteniamo allora una “teoria unitaria del campo elettromagnetico e gravi-
tazionale”, e cioé la “relativita proiettiva” di Veblen.

Ma la teoria di Veblen é insoddisfacente perché non ci spiega per quale
motivo la fisica deve essere sviluppata in uno spazio a 5 dimensioni ed interpre-
tata in termini di geometria proiettiva differenziale.

Come abbiamo visto nei precedenti lavori [6], se prima di ampliare la relati-
vitd generale, si perfeziona quella ristretta, si pud costruire in modo univoco una
“relativitd generale proiettiva”, il cui significato fisico é univocamente deter-
minato.

Infatti, nella relativita ristretta proiettiva, 'Universo di De Sitter viene des-
critto adoperando la sua rappresentazione geodetica, e quindi con i metodi della
geometria proiettiva. Inoltre, le equazioni di Maxwell generalizzate si possono
interpretare come equazioni del campo magnetoidrodinamico. Se ne deduce che
nelle equazioni di Einstein generalizzate (1,2), il tensore di curvatura e torsione
del Cartan, deve essere legato al tensore energetico del campo magnetoidrodina-
mico, ¢ questo fissa in modo univoco il significato fisico di tali equazioni.

In un successivo lavoro ci proponiamo di studiare le equazioni di Einstein
generalizzate nel caso del campo scalare-tensoriale. Si otterranno allora delle
equazioni simili a quelle della gravitazione scalare-tensoriale di Brans-Dicke [7].
Ma mentre la teoria di Brans-Dicke é costruita in modo arbitrario, € sono quindi
possibili varie sue versioni [8], la teoria alla quale noi perveniamo é costruita
in modo univoco, cosa che fissa chiaramente il suo significato fisico.
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