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Summary: Every non normable Fréchet space contains a proper dense subspace
which is an (LF)-space.

Los espacios vectoriales que usaremos estan definidos sobre el cuerpo K de
los numeros reales o complejos. Bajo espacio entenderemos espacio vectorial to-
pologico localmente convexo de Hausdorff. w sera el producto numerable de
rectas provisto de su topologia habitual. Si a, b son ndmeros reales,a v b es su
maximo. Un espacio E [7] es un espacio (LF) si existe una sucesion estrictamen-
te creciente de espacios de Fréchet (Ey [7p])conE=U(Fp:n=1,2,..)y
Tne 1/En<Tp.n=1,2,...1tal que 7 esla topologia localmente convexa mds
fina que induce sobre cada E, una topologia menos fina que 7. Escribimos
L =ind L [74]-

Utilizaremos los siguientes resultados contenidos en [5]: (a) *‘Dos topologias
comparables 7 y ‘W sobre un espacio E coinciden si existe un subespacio L tal
que 7 y U coinciden sobre L. y si coinciden sus topologias cocientes sobre E/L.”
Bajo un problema de los tres espacios, entenderemos la siguiente situacioén: Sea E
un cspacio y sea L un subespacio cerrado de E tal que L y E/L satisfacen una
cierta propicdad P. ;Satisface la propiedad P? (b) “Sea E un espacio de Fréchet
de dimensién infinita. Entonces, ¢l problema de los tres espacios es afirmativo si
E cs reflexivo, Montel, Schwartz o nuclear.”

Teorema: Sea E [9U, | un espacio de Fréchet que no es normable. Entonces,
existe un subespacio propio denso G de I | WU} que es un espacio (LF).

Demostracion:

Debido a |1} (ver taumbién [4], p. 435), existe un subespacio cerrado F de
E[ QW ]tal que E [ ]/ F es topol6gicamente isomorfo a w. Usaremos un método
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debido a Grothendieck, [2] (ver también [3], p. 195, Problem D) para construir
un subespacio denso propio M de w que sea un espacio (LI'), utilizando los es-
pacios w y s en lugar de 1P y 19, ] < q < p < oo, respectivamente. Sea M, el
subespacio de w™ de todas las sucesiones dobles x = (x) con

Pn.r,k ({)=sup{lx;l: i=1,2,...,n ,

n+r o K
i=1,2...,r}v{ = T ixgl

i=n+1 j=1

finitoparar=1,2,...,k=0,1,2,...Lasucesion (Mp) cs crecicnte y
M=UMp:n=1,2,...)

es denso en w!. Sea Uy, la topologia sobre My, definida por la familia de semi-
nomas (pp rk:r=1,2,...;k=0,1,2,...) Claramente, My [ W n] cs isomor-
fo topologicamente a

(n)
WX WX...XWw X§

N

y, por lo tanto, un c¢spacio de Fréchet. Ademds, la topologfa inducida por
W+ es menos fina que U, sobre My, Por el método de construccion citado
anteriormente M = ind M [ U ] Ademds cada My esdensoen Mp,; [ WUon 4]
¥y, para cada n, cxiste una sucesion fundamental decreciente de entornos del origen
Pn = (VB: p=1,2,...)enMy| WU n]quesoncerrados en My, como subespacio
de w™. Como wN es isomorfo a w, los supondremos identificados y asi hemos
construido cl subespacio de w buscado. Sea Gy =T Mp),n=1,2,...,sicndo
T: E[U] - E[W]/F la sobreyeccion candnica, y sea G =U (Gp:n=1,2,...).
Claramente, G cs denso en E [U, ]. Sea (Ry: p=1,2,...)una sucesion funda-
mental decreciente de entornos del origen de E [ U, ], que sean absolutamente
convexos y cerrados. Escribamos

Wp = T (Vp)NRy para n, p=1,2,...

Fijado n, (WB: p=1,2,...)esunsistema fundamental de ecntornos del origen
absolutamente convexos y cerrados para una cierta topologia localmente con-
vexa metrizable 7, sobre Gy, que son cerrados en Gyp, como subespacio de
Efau].

Para cada natural n, si x es un vector de w™ quc no pertenecce a4 My, existe
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un entorno del origen V e B, tal que x no pertenece a la envoltura lincal [V] de
V, en donde la clausura ha sido tomada en W™, En efecto, existen naturales

S Kk
ro>n y ko talesque jzl P70 lyryjl = o0

Si llamamos V a{y = (yjj): Pn.rg.ko (¥) <1 }, todos los elementos y de V asi
como los elementos y de la clausura V de V en wN, satisfacen

[+ =] k
_Z i OI.Vrojl <1
J=1

v, por lo tanto, X no pertenece a [V]. Yeamos que G, [7] es un espacio de
Fréchet. Ln efecto, sea (xg) una sucesion de Cauchy en Gy [7] que, obviamen-
te, convergerd a un cierto x en E [ W, . Fijamos p para obtener un natural sq tal
que X;, - Xh pertenezea a Wg sim > h > sg y, asi, x Xy pertenccea WTI}, la
clausura tomada en E[ U} 1o que implica que x pertencce a [W'r‘,]. Entonces,
T (x) estd cn [Vf’,], p=1.2,... Asi, T (x) pertencce a My, v, por lo tanto, x
pertencce a Gy. Basta, pues, con aplicar [4], § 18.4. (4). l.a topologia inducida
POT Tn 41 sobre Gp cs menos fina que 74, para cada n. Sea 7 la topologia en G,
mds fina que la inducidaporE[ U, 1, tal que G [7]=ind Gy, [7,]. Por el teorema
de la grifica cerrada de Grothendieck, G |7/l es un espacio (LF) y, como
T (G) =M y M es un espacio (LT), la topologia cociente de G [7 )T coincide con
la inducida sobre M por E [ U ]/F == w, que cs la topologia cociente G [ W }/F.
Ademis, cada Gy [ 7q] induce sobre F la topologia inducida por E [ Y, ], luego
7 induce sobre I 1a topologia inducida por E [ WL ]. Aplicando el resultado (a), 7
coincide sobre G con la topologia inducida por E [ W ]

Q.L.D.

Teorema 2: Sea I\ | ‘U, | un espacio de Fréchet no normable reflexivo (Montel,
Schwartz, nuclear). Entonces, existe un subespacio propio denso G que es un
espacio (1.FF), es decir, G = ind Gy, [74] en donde cada Gy, [1,] es un espacio de
Fréchet reflexivo (Montel, Schwartz, nuclear).

Demostracion:

Existe un subespacio cerrado F de E [ U ] tal que E [ W ]/F es isomorfo a
w. Sea T: E [U ] - E[ b ]/F lasobreyeccion canénica. Manteniendo las nota-
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ciones introducidas en la prucba anterior, construimos G =ind Gp, [T], G provisto
con la topologia inducida por E [ U, ]. La topologia inducida por 7 sobre F
coincide con la inducida por E [ W |- Ademas, la aplicacidn restringida

T:Gp[ 7n] > Mp | Wn]

es un homomorfismo, debido al teorema del homomorfismo de Banach. Asi
‘L p es latopologia cociente Gy [74] 1% Entonces, G [ 7] tiene un subespacio
cerrado I¥ que es obviamente reflexivo (Montel, Schwartz, nuclear) y un cociente
Gn [Tn] 'l que es reflexivo (Montel, Schwartz, nuclear) pues

(n) N
Mp|Wnl = wx wx ... Xxw xs".

Aplicando el resultado (b). Gy, [m] es reflexivo (Montel, Schwartz, nuclear).

Q.ED.
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