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ABSTRACT.

We build a topological space Ry (X) with a cosimplicial space Y and a sim-
plicial set X copying Milnor's realization method. The features of Ry (X)
depend on both cosimplicial, topological structures of Y and the simplicial
structure of X. (C{| 7]). We show that there exist a general cell structure over the
space Ry (X).

The main purpose of this paper is to find conditions for the celular space
Ry (X) could be a normal space.

INTRODUCCION.

Partiendo de un espacio cosimplicial Y y de un conjunto simplicial X se
construye, calcando el método de Milnor para las realizaciones, un espacio
topoldgico Ry (X) cuyas caracteristicas dependen naturalmente (a) de la estruc-
tura cosimplicial de Y, (b) de la estructura topoldgica de Y, (c) de la estructura
simplicial de X. (Cf [7]). Uno de los objetivos de este articulo, el objetivo
central, consiste en buscar las condiciones que hagan de Ry (X) un espacio
normal.

Para lograrlo, recurrimos a los complejos celulares generales: que son espa-
cios cuya construccion y tratamiento se asemeja a la de los C.W. complejos, pero
en los que las celdas que intervienen ya no son las celdas cuclideas; y aprove-
chamos los resultados de [4] que, entre otras cosas, establece condiciones relati-
vamente fdciles de manejar que aseguran la normalidad en dichos espacios.

Asi ¢l camino que nos vimos obligados a4 tomar comporia dos tramos bien
diferentes:
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(1) Demostrar que existe una estructura celular general sobre el espacio
Ry (X), imponiendo una condicién simple y no demasiado cxigente sobre la
estructura cosimplicial de Y.

(2) Establecer condiciones sobre la estructura topoldgica de Y para que cl
complejo celular que resulta se adapte al caso general estudiado en [4].

El resultado final sc presenta progresivamente en dos teoremas que, ambos,
hacen aparecer la necesidad de que Y no tenga subobjetos puntuales, y, al fin y
al cabo, la normalidad de los pisos Y (n).

Ll aparte sobre la estructura celular de Ry (X) se pudo realizar gracias a los
resultados de [6], en donde se cstablecian dos condiciones sobre ¢l conjunto
cosimplicial Y que permitfan una descripcion manejable def conjunto subyacente
de Ry (X), semcjante en un todo a la de la realizacion de Milnor. Sin embargo
Rudolf Lritsch en [1] nos hace observar que una de esas condiciones no es
absolutamente indispensable, y en consecuencia nuestro resultado final la
climina.

CONDICIONES SOBRE Y PARA QUL Ry (X) ADMITA ESTRUCTUR
CLELULAR GENERAL. :

1. DESCOMPOSICION CELULAR DE Ry (X).

1.1.. Descripcion Somera de Ry (X).

1. En lo que sigue denolaremos por: (a) A la categoria cuyos objetos son los
conjuntos ordenados (n) ={0< 1< 2,...<n}, uno porcada enteron=0,y
cuyas flechas son las aplicaciones @ : (n) — (m) no decrecientes, (b) Y: A —» Top
un functor covariante de A en la categoria Top de los espacios topologicos y apli-
caciones continuas, (¢) X: A® - Conj un functor contravariante de A° en la cate-
goria Conj de los conjuntos {conjunto simplicial).

2. Para cada n (= 0) sc clectia el producto de los conjuntos X (n) x Y (n).
Sobre la suma L1 X (n) x Y (n) se define la relacion de equivalencia engendrada
por la relacion dé Milnor:

XW)(x)y) ~ (xY(W)(y))
en donde w: (p) = (q) es una flechade A, X (W): X (q) > X (p) ¥
Y(w):Y(p)—> Y (q)

son las aplicaciones asociadas a w por los functores X y Y, x es un elemento de
X (q), en tanto que y estd en Y (p), (p, g = 0).
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El conjunto cociente de 'lﬁL X (n) x Y (n) por dicha relacion de equivalen-
cia s¢ nota Ry (X), y se denomina Realizacion del conjunto simplicial X con
modelos en Y. La aplicacion canonica

LLXm)xY(n) - Ry (X)

sc denotard por 0.

3. Ry (X) puede ademds ser considerado como un espacio topolégico, con
la topologia cocicnte de la topologfa sumna de Jil_ X (n) x Y (n) (aqui cada
conjunto X (n) se considera con la topologia discreta).

1.2. Caracterizacion de Ry (X) por pares optimos.

Recordamos que un functor Y satisface la propiedad M.0.1 si no admite sub-
objetivos puntuales.

1. Un punto x (de X (p) por c¢jemplo) es no degenerado si el unico epimor-
fismo o: (p) - (?) de A para cl cual x estd en la imagen de X (o) es la identidad.

Un punto y (digamos de Y (P)) es interior si el inico monomorfismo w:
(?) - (p) de meta (p). para el cual se cumple que y ¢ Imagen de Y (w) es la
identidad (p) — (p).

Un par (X, y) cn _Lnl_ X (n) x Y (n) es optimo si su componente x ¢s no
degenerada y su componente y ¢s interior.

2. I'n el Teorema central de | 6] aparece el siguiente resultado “Si'Y satisface
las propiedades M.0.1 y M.0.2, entonces la aplicacion de identificacion

AL X () x Y (n) > Ry (X),

asociada con la relacion de Milnor, establece una correspondencia 1 a 1 entre el
conjunto de pares 6ptimos y cl conjunto Ry (X)™.

Otra demostracion presentada por R. Iritsch [1], hace resaltar que la condi-
¢ion M.0.2 es superflua, y por eso no la mencionamos.

1.3. Descomposicion celular conjuntista de Ry (X).

1. A partir del conjunto subyacente del espacio cosimplicial Y: A — Top for-
mamos, perdiendo informacion, la familia de celdas tipo: para cada n, tomamos a
(Y (n), 3 Y (n)), en donde

n
aY(n) = _U0 imagenes 9 (Y (n -1))
i=
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2. La familia § de células en Ry (X) se define asi: para cada valorden e N
y para cada x no degenerado en X (n), se denota por

c(x) = 0({x} xintY(m),y, T(x) =0 (ix}xY (n))
alli 0 es la aplicacion canonica _lﬁL X (n) x Y (n) > Ry (X) al cociente, y,
int Y(n) =Y(n) -0Y (n).

IFormamos ¢ = { ¢ (x)/x es no degenerado en X, en las diferentes dimensio-
nes }.

3. Si nos situamos en las condiciones de 1.2.2. se cumple que si x y x’ son di-
ferentes y ambos no degenerados entonces ¢ (x) N ¢ (x’) = . Esta anotacién nos
da derccho a definir la aplicacion d: § — N (de “dimensién™) por la igualdad
d (c (x)) =n si x € X (n) (x no degencrado).

4. Para completar la descomposicion celular de Ry (X) quedan por delinir fas
aplicaciones caracteristicas: 8 cs la restriccion de la aplicacion 0, es decir

fx:Y (n) > Ry (X) (x € X (n) no degenerado)
0x (v) = 0 (x,y)

& denota la coleccidon { 8, /x no degenerado | .

5. Proposicion: Si el conjunto cosimplicial Y satisface la condicion M.O.].
entonces la terna (€, d, ¢) es una descomposicion celular de Ry (X). (Relativa a
la familia de celdas tipo {Y (n), 3 Y (n) }.

6. Demostracion de la Proposicion: 1.3.5.: (a) que la familia sea una parti-
¢ién de Ry (X) s una consccuencia inmediata del Teorema central de [6], que
copiamos en 1.2.2. lgualmente sucede con la biyectividad de 041 int Y (n). (b)La
caracleristica M.0.1 de Y permite mostrar (como en [5]y en [6]) que dado (%, y)
existe un par 6ptimo (x°, ¥') en la misma clase de (x, y) con dim x’ < dim x. Sicl
par (x, y) no ¢s optimo (por ejemplo si y ¢ @ (n)) entonces dim x” < dim x. Este
hecho asegura que 0 (8 Y (n)) estd en el (- 1) esqueleto de Ry (X).

2.ESTRUCTURA CELULAR DL Ry (X)

2.1. Topologia débil sobre Ry (X) asociada{ 04| x en X, no degenerado |} .

1. Si un punto x de X (n) es degencrado, existe un epimorfisino o de A,
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o (n) = (p), y un punto x; de X (p) no degenerado, tales que X (0) (x1) =x.
Con las notlaciones que tracmos, se cumple que

O0x=0,°Y(0):Y(n)=Y(p)— Ry (X).

Lis decir que toda funcion @ se factoriza a través de un 0, con z no degenerado.
En consecucncia,

2. lLas topologras finales sobre Ry (X) asociadas a las familias { 8 /x en X }
v {0,z en X, 2 no degencrado | coinciden con la topologia cociente debida a 0.

2.2. Resultado fundamental (resumen).

De acuerdo con [4] el espacio topologico Ry (X) (con la topologia cocien-
te) soporta una estructura celular con celdas tipo {Y (n), 3 Y ()} ne N, con
aplicaciones caracteristicas {64} x no degenerado, cuando ¢l “modelo™ Y satis-
face la condicion M.0.1.

CONDICIONES SOBRE Y PARA QUL Ry (X) SEA UN ESPACIO NORMAL

3. NORMALIDAD EN LSPACIOS CT'LULARTLS GENERALLS.

Sean f una clase de aplicaciones continuas y I’ una clase de espacios topolo-
gicos. Diremos que [y I son compatibles si cada vez que una funcion f de f tiene
su fuente en P también tiene su meta en P

Una funcion continua f: X — Y que satisface la siguiente propiedad de ex-
tension: *“‘Para cada parcja de cerrados disyuntos A y B en Y y cada aplicacion
continua u: X > IR, tal que u {0} D11 A, u? {1} D1 B:existe una funcion
continuav: Y » R tal que

vHOID A, V{1 DBy vi=u",
s¢ denomina cofibracion de Urysohn,

Si U! denota la clase de las cofibraciones de Urysohn v N la clase de los espa-
cios normales (i. c.: cerrados disjuntos se separan por abiertos disjuntos), U y N
son compatibles. Es mds X € N si y solo si ¢ - X es de Urysohn.

La clase U de las cofibraciones de Urysohn satisface:

(i) Todo homeomorfismo estd en U.
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(ii) U escerrado por composicion.

(i) Si{fy} cs una familia de flechas de U,JﬁLf;\ eU.

(iv) U es estable por cambio de cobase: es decir si en un diagrama cocarle-
siano (push-out)

fi g,
-

la (lecha f estd en U, también g esta en U.
(v)  Si en el siguiente diagrama L representa ¢l limite inductivo (en Top)
de la familia {f,} n=1,2...y los iy son las {lechas estructurales.

AR

si cada fj; estd cn la clase U, entonces cada una de la iy, estd en la clase U,

En [4] sc demostré que si las celdas tipo {E", 9 E™} son tales que cada in-
clusion @ E™ » E™ es una cofibraciéon de Urysohn, todo espacio celular que con
cllas se construya, es un espacio normal (),

4. NORMALIDAD EN ESPACIOS DE LA FORMA Ry (X).
4.1. Lema. Supongamos que las funciones continuas i: K - L y j: K - L satis-

fagan (i) i(K) y j (K) son cerrados en L, y, (ii) ambas, i y j, son de Urysohn. En-
tonces la inclusién

Z=i(K) U j(K)~>L

¢s también una cofibraciéon de Urysohn.

Demostracion:

1. Nos damos dos cerrados disyuntos A y B de L y una funcion continua
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u: Z - IR que separe A N Z de B N Z, es decir tal que (Y)ANZ Cu? {0}, (ii)
BN Z<u? {1} ;alirmamos poder encontrar una funcion continua 7: L R
que separe A de B y prolongue u;es decir

mly =u, ACr'{0}, BCx! {1}

Con este fin, nos vemos obligados a dividir la construccién en cuatro partes, tal
como aparcce en los numerales siguicntes: '

2. Noremos a: K — IR la funcién u o i (de manera precisa, si i’ denota la
aplicacion K —Z asociadaai: K> L,a=ue ).

Aplicamos la propicdad de Urysohn de la funcion i: existe una funcion
& : L - R, continua, que cumple

a) @eiz=a=uol
b) a&'{o} DA

¢) &'{l} OB

3. Comparemos & con u: ¢s decir la restriccion de ¢ a Z U AU B se compara
con la funcién u*: ZUAU B - IR que vale u sobre Z, cero en A y uno en B.

Como se supuso que i(K) yj (K) son ambos cerrados en L, Z serd también
cerrado en L. En consecuencia la funcion u* (que estd bien definida) es con-
tinua.

Calculamos @ u*:Z U A U B — R. Esta funcion se anula en A, B y en
i'(K).

4. Aplicamos a (& — u*) oj': K » R(j': K » Z factorizaa j: K - L) la pro-
picdad de Urysohn de j: si denotamos por C ¢l conjunto reunion de A, B y i (K),
la funcién (@ u*) o j’ scpara evidentemente ! C del vario (tomando el valor
cero, sobre j 7' €); entonces existe una funcion continua r: L - IR que satisface

@@rej = (@—uoj , (B)r'{o}d C
5. Definimos 7 : L » IR, como & - r y observamos que cumple las condicio-

nes requeridas en 4.1.1.

4.2. Aplicacion: Si Y: A — Top es un espacio cosimplicial, y si para cada n y cada
i=0,...,nlasaplicaciones continuas.

3=Y(®):Y(n=1)>Y(n)

son de Urysohin y si ademds suponemos que, en'Y (n), los 9; (Y (n - - 1)) son ce-
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rrados, entonces las celdas (Y (n), 3 Y (n)) cumplen la condicion: la inclusion del
“borde™ 9 Y (n) en Y (n) es una cofibracion de Urysohn.

4.3. Teorema Central

|. Teorema: (Normalidad de realizaciones generalizadas). Sca Y : A » Top
un espacio cosimplicial, que satisface (i) la condicion M.0.1 (ii) para cadan>1y
cada monomorfismo §; : (n - 1) - (n), la funcidén Y (§;) es de Urysohn y tiene
imagen cerrada en Y (n), y finalmente, (iii) Y (0) es un cspacio normal. Enton-
ces, cualquiera que sea el conjunto simplicial X, el espacio Ry (X) cumple.

a) Ll n-esimo esqueleto Ry (X)(") es un espacio normal.

b) Ry (X) es normal.

Este teorema cs conclusion inmediata de los resultados aparecidos en (4) y de
4.2.

2. Un caso particular importante es el siguiente, en ¢l que suponemos, por
separado, que Y satisface M.O.1.

Los Y (n) son compactos Hausdorff, (en este caso es menester cuidarse de
pensar que la propiedad de Ilausdorff se transmita al espacio Ry (X). Pero cse
hecho no se necesita en cl teorema 4.3.1.).

3. Notese que si Y (0) es normal y las Y (3) son de Urysohn entonces, todos
los Y (n) serdn normales. Vamos a reescribir el Teorema 4.3.1., haciendo desapa-
recer la hipotesis sobre los Y (9) y reemplazindola por la de normalidad (y
Hausdorft) sobre las Y (n). A continuacion veremos algunas de esas caracteris-
ticas, antes de presentar [a otra version del Teorema.

4, (a) Si A > B - A son aplicaciones continuas y ri = ida entonces (i) i es
inycctiva, r sobreyectiva, (ii) A se identifica, por i, con un sub-espacio de B,
(iii) A ticne la topologia cociente de B, por r. (b) Comparando las {unciones
ier:B-»Bylaidentidad de B se puede concluir que, si B es de HausdorfT, i (A)
es cerrado en B. (¢) Es ¢l caso del espacio cosimplicial Y: Las funciones Y (9;):
Y(n)->Y((n+1)yy(o;)Y(n+1)->Y(n)hacencl papel de iy de r respec-
tivamente. Asi que, con cualquicra de las inclusiones Y (9;) identifica Y (n) con
su imagen en Y (n + 1). Si ademds los Y (K) son de Hausdor(f, entonces dichas
imdgenes son cerradas, como se exigia cn la hipOtesis (ii) del teorema. (d) Si su-
ponemos que los Y (n), en un espacio cosimplicial, son normales, ademas de
Hausdorff, las inclusiones Y (9) van a resultar de Urysohn.

Teorema: Si un cspacio cosimplicial Y cumple (a) M.0.1, (b) Los Y (n) son
normales Hausdor(f entonces, Ry (X) es normal, sca cual fuere el conjunto sim-
plicial X.
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