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ABSTRACT.

IT A is a group of automorphisms of a finite group G and Il is a set of prime
numbers, we give a sufficient condition for the existence of A-invariant llall 1I-
subgroups in G. In the particular case of A = 1 our result is the well-known
theorem of Schur-Zassenhaus.

Jna forma de obtener nucvos resultados en grupos finitos consiste en
demostrar enunciados vilidos para cualquier grupo de automorfismos, A, del
grupo, de manera que la particularizacidn, para el grupo de automorfismos trivial
o para ¢! grupo de automorfismos inlernos, proporcione resultados ya conocidos
previamente. Asi, por ejemplo, P. Hall [3] introdujo el subgrupo A-Frattini como
generalizacion del subgrupo de Frattini de un grupo y, posteriormente, en [2] ¥
en [4] se hun demostrado propicdades del subgrupo A-Frattini que, para el grupo
de automorfismos trivial, resultan ser propiedades ya conocidas del subgrupo de
Irattini. Jgualmente, P. Schmid [6] definié y estudi6 la accién F -hipercentral
{ ¥ es una formacion definida localmente) como generalizacion de las formacio-
nes definidas localmente. En la misma linea hemos estudiado [5] los grupos
A-nilpotentes y los grupos A-Sylow como generalizaciones de los grupos nilpo-
ientes.

Siguiendo esta misma idea, en csta nota obtenemos una condicion suficiente
para la existencia en G de ll-subgrupos de Hall A-invariantes, siendo II un
conjunto de nimeros primos y A un grupo de automorfismos del grupo finito G.

Teorema.

Sca A S Aut (G) con (jGl, IA) =1 y tal que G o A son resolubles y sea N un
IT-subgrupo de Hall normal de G con N o G/N resolubles. Entonces:
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a) G ticne un ll-subgrupo de Hall A-complemento de N en G.
b) Dos A-complementos de N en G son conjugados por un elemento de
Ci(A).

Un subgrupo de G sc dice A-subgrupo si es invariante por todo elemento de
A. Si N es un A-subgrupo normal de G, otro A-subgrupo 11 de G se dice A-com-
plemento de N si G =NH y NN = 1. Si Il es un conjunto cualquiera de nime-
ros primos entendemos por 1T el complementario, de Il en ¢l conjunto de todos
los nimeros primos. Puesto que, segin el teorema de Feit-Thompson, todo
grupo de orden impar es resoluble, la condicion de resolubilidad en las hiptesis
del teorema podria eliminarse, por lo que nuestro resultado, en el caso particular
de A =1, es el conocido teorema de Schur-Zassenhaus.

La notacidén que hemos adoptado cs la que sigue Gorenstein {11, segiin la cual
H¥=x? Hxparax e Gy H SG; N (1) = {x e G/ H* =H};Cg (A) ={x € G/
x*=a(x)=xVaecA [z Al=<z'7z%/aeA>.

Demostracion del teorema.

a) Por el teorcina de Schur-Zassenhaus existe un subgrupo H de G, tal que
G = NIl y NN H=1. Llamemos G* al producto semidirecto de G por A. Puesto
que G A G* y (IN], IG/N]) = 1, se tiene que N es caracteristico en G y normal en
G*. Para todo y € G* tenemos que G =NI1Y y N NHY =1 por 1o que HY es otro
complemento de N en G. Por consiguiente, existe un elemento g e N tal que
HY = 118, es decir, gy € Ng+ (H) y obtenemos G* = G Ng* (H). Llamemos
L =Ng* (H). Puestoque A=G*/G=GL/G=L/GN L, usando de nuevo el
teorema de Schur-Zassenhaus, existe un complemento B de L NG en L. Como,
ademds, G*=G L=G(LNG)B=G By G NB=1 secsiguc que B es otro com-
plemento de G en G* y A y B son conjugados por un clemento de G, es decir,
existe un elemento x € G tal que A = B*. Como B < Ng+ (1), B deja invariante
H, por lo que A = B* deja invariante 11*. Como, ademds, G =NH* yNNH* =1,
resulta que HY ¢s un A-complemento de Nen G.

b) Supongamos que 11 y K son dos A-complementos de N en G. Por el teo-
rema de Schur-Zassenhaus, existe un clemento x € N tal que H* = K. Razonando
como en la primera parte del apartado a), sc tiene

G*=G N (K)=NK Ng* (K)=NNg=* (K)=NL,
siecndo L = Ngx (K); ya que A deja invariante H, A* deja invariante H* =K es

decir, A y A* estdn contenidosenLy, como A* ~A ~G*/G=GL/G~L/GNL,
obtenemos L=(G NL) Ay L=(GNL)A*;peroGNL=NKNL=(NNL)K, por
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locuslL=(NNL)KAyL=(NNL) KA*.ComoNNLoL/NNL son resolu-
bles. serin K A y KAX conjugados en L, es decir, existe un ¢lementoy e NN L
tal que (K A¥)Y =K A, de donde (K A¥)Y =KY A*Y =K A*Y =KA por lo que
AXY <K A;sillamamos z = xy se ticne que # € N y, ademas,

H* =H*Y = (H*)Y =KY =K,
es decir, H y K son conjugados por z y z € C¢ (A). En efecto, por una parte,

[z, AS N yaque N LG y z e N. Por otra parte, [z, A] SKA pucs AZ SKA.
Por tanto, tencmos [z, A] SNNKA=1lyz €Cg (A).
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