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Ls habitual introducir la nocidon de funcidn recursiva parcial mediante un
calculo, en ¢l que aparecen algunas funciones iniciales y dos o tres reglas para de-
finir {unciones a partir de otras previamente definidas. L'l método, eficacisimo a
la hora de probar la recursividad de ciertas funciones, ni conduce a la conviccion
de que l1a nocidn de recursividad cs una contrapartida formal adecuada de la idea
intuitiva de computabilidad (Tesis de Church), ni permite probar de forma sen-
cilla ninguno de los cinco teoremas badsicos en que se apoya toda la teoria de la
computabilidad. Con objeto de obviar esos dos inconvenientes, es igualmente ha-
bitual introducir paralclamente la nocion de miquina de Turing y, a partir de
ella, la de T-computabilidad. La cquivalencia de los conceptos de recursividad
parcial y T-computabilidad, no solo hace muy plausible la Tesis de Church, sino
que ademds conduce de forma completamente natural a los teoremas de enume-
racion y de la forma normal, a partir de los que se obtienen sin dificuliad los tco-
remas s-m-n y de recursion. Estos cuatro teoremas, todos ellos demostrados por
primera vez por Kleene, constituyen la base en que se apoya toda la teoria de 1a
computabilidad. Cuando esta teoria se generaliza, una nocion mas sofisticada de
T-computabilidad permite no solo probar versiones mds fuertes de los cuatro
anteriores tcoremas, sino también obtencr con facilidad ¢l tcorema de finitud,
quinta herramicnta bdsica de la teoria de la recursividad relativa (cfr. (Pr 1977)).

Fn cl presente trabajo se da otra pureba de Jos cinco referidos teoremas, in-
troducicndo una técnica completamente distinta, tal vez menos intuitiva, pero
con la indudable ventaja de evitar por completo la nocidn de T-computabilidad,
concepto estrictamente matemidtico, pero nada familiar a la gran mayoria de los
matemidticos. Sustituyendo la nocion de T-computabilidad por la de representa-
bilidad en una icorfa, los habituales métodos de demostracion basados en la
construccion de maquinas de Turing (o de cualquier otro tipo de algoritmos), se
sustituyen, con ventajas obvias, por técnicas de Iogica matemadtica.
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Con tal objeto, para una funcidén numérica total cualquiera F, sc define una
teoria ¢, que contiene la aritmdética elemental, demostrindose que las funcio-
nes representables en clla son precisamente las funciones parciales recursivas en
F. El predicado universal Tg, en vez de ser definido en términos de configura-
ciones alcanzadas por mdquinas de Turing al cabo de cierto nimero de pasos
cuando parten de determinadas situaciones iniciales, se define mediante los
conceptos estrictamente 10gicos de derivacion y sustitucion. los leoremas de
enumcracion y de la forma normal aparecen como consecuencias inmediatas del
teorema de representacion, siguiéndose el (corema s-m-n de la recursividad de la
funcion de sustitucion, introducida por Godel en su ¢élebre articulo de 1931. Fi-
nalmente, cl teorema de recursion aparcce como una consccuencia del teorema
del punto fijo de la Iogica matemitica y el teorema de finitud resulta ser la con-
trapartida en el campo de la computabilidad del teorema del mismo nombre del
cilculo de predicados de primer orden. Como consccuencia, demostraciones de
teoremas en @) y cilculos de funciones parciales recursivas en F, resultan ser
objetos matemdticos duales, algoritmicamente reducibles unos u otros y, por
tanto, de la misma complejidad.

Por otra parte, la equivalencia de computabilidad y demostrabilidad propor-
ciona una diferente formulacion de la Tesis generalizada de Church, segin la cual
las funciones computables en IF coinciden con Jas representables en &,

1. FUNCIONES PARCIALES RECURSIVAS EN F,

Sca F una aplicacién de N en N.

DIF 1.1,

Una funcién (parcial o total) de Nk en N (k =0, I, .. .) es recursiva en F si
es derivable a partir de las funciones iniciales F, C§ (funcién constante nula, con
cero argumentos), s (funcién sucesor), UR conn>0,k=1, 2,..., n (funciones
de proyeccion), + (suma), - (producto), y f< (funcidn caracteristica de la rela-
cion <), mediante las dos siguientes reglas:

Regla de sustitucion: derivar ¢ de ¢, ¢y, ¢2, - . . , &, donde ¢ es una
funcion (parcial o total) con m argumentos, ¢y, @1, - . . , §,n son funciones (parcia-
les o totales) con n argumentos, y para toda n-pla de nimeros naturales a,,
a,, ..., a, (abreviadamente a) se verifica:

Y (@=¢ (@ @) o2 @),...,¢6m (@)
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Regla de minimalizacion: derivar  de g (donde g es una funcion total conn + 1
argumentos) si para toda n-pla de nimeros naturales a,, a,, ..., a, (abreviada-
mente a) se verifica:

py(g(a,y) = 0) siexisteuntaly
v(a) =
) si no existe un tal y.

Habitualmente funciones parciales serin denotadas con letras griegas y fun-
ciones totales con letras latinas. Funciones totales recursivas en F se denomina-
ran simplemente funciones recursivas en F.

2. LATEORIA ¥y

Sca F una funcidén total de N en N y sea S el conjunto de simbolos { 0, s,
+, ., F}. Sea LS ¢l conjunto de {ormulas de primer orden con simbolos de S,
definido de la forma usual. El término sss. . . 0 (n veces §), serd denotado por n.

DF 2.1.

Wy es el conjunto de sentencias de LY derivables (mediante las reglas de deri-
vacion de un cédleulo de predicados de primer orden completo), a partir del si-
guiente conjunto ®j: de seniencias:

Vx(sx=0)
Vx(xz=0 > Iy(sy=x)
Vx Vy(sx=sy - x=y)
Vx(xt0=x)

Vx Vyx+sy=s(xty))
Vx(x-0=0)

Vx Vy(x.sy=((x-y) £ %)
{ Fa=b/F(@)=b!.
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3. REPRISENTABILIDAD EN Wy,

Sca libr(e) el conjunto de variables libres de Ta formula .

DF 3.1.

La formula « tal que libr(@) - {xg, Xy, ..., Xn | representa en Wy ala fun-
cion parcial ¥, si para todo a;, a5, . . ., 4, ¢ € N s¢ verifica:

¥ (ap,as,...,8p)=¢ = ¥y l—a(Xg,a81,...,87) X9 =C 3.1)

Y(apag,....aq)t = Wp b dxe a(Xe,81,-.,8) (3.2)

4. REPRESENTABILIDAD EN ‘]’l: DE LAS T-UNCIONLES PARCIALES RI-
CURSIVAS N I,
DF 4.1.
Una teoria @, es w-consistente si para ninguna formula o se verifica:

dxacd;Ta@ed;NlaD)ed®; o (2)cd;. .. 4.1

TH4.1.

Si Wy es w-consistente, entonces las funciones parciales recursivas en F son
representables en ¥y,

Demostracion:
Fl teorema es consecuencia inmediata de los tres siguientes lemas:

Lema 4.1: Las funciones F, C3, U',‘,, I, +, . y f« son respectivamente represen-
tables en ¥ mediante las formulas:

EFx, = xg Xo = 8$x
Xo = 0 Xp = X1 X,

Xo = Xk Xo

1]
i
I
>
™~
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3 X3 (X; £8X3= X AXe=50) v 3 X3 (X3 ¥ X3 =% A%y =0)

La prueba es trivial.

Lema 4.2: Siy (a)=-¢ (¢; (@), ....¢m @yaq qp, ..., 0, representan res-
pectivamente a @, ¢q, . .., ¢y en W, enionces

Jyy; ... dymer 0L X)A A Yms X)AQ(Xos Yise e s Ym))
(donde x es una abreviatura de Xy, X3, ..., Xp) represenia a Y en W,
En efecto, demostraremos:
Siy(a)=c
al P, xe=chHdy; ... Tym(m 8 A Aa(Xes Yiv---5Ym))
a2 &, Ay, ... Jymle YDA Aa(Xes Yise-erym))i—Xo =¢.
Si ¢ (a) 1, entonces
a3 P H dx, 3y, ... Ty, (o (vi,a)N... AaXo, Yise-..¥Ym))-

ad al : Siy (a) = ¢, existirdn nimeros naturales by, by, . .., by tales
que

¢ (a) = b,
............ 4.2)
dm (2) = by
pM.by, ..., by) — ¢
con lo que
Prt—a; (X0, 8) <> X9 =by
..................... 4.3)

@ [-'l_ &y (X, )« X9 =hy

G f-0a(xg,b) <> xo=¢ (donde b ubrevia by,...,by)

y en consecuencia
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Qb= ag (by,a)A ... Aoy (b m-a) Aa(c,b) (4.4)

de donde se sigue

dpl- 3 Yi--- 1 Ym (@ (1, ) AL Aop(Ym ) Aa(S, YiseenYm)) (4.5)

de la que a su vez sc obtiene al.

ad a2 : Puesto que las variables y;, yy, . . . , ¥y no estdn libres ni en @y, ni
¢nxy = ¢, bastard demostrar

Qpy(ay (V)AL Aay (Yme8) A (X, Yis .-, Ym))E Xp=c (4.6)
Para ello, denotando por g8 la formula de (4.6) situada inmediatamente a la

izquierda del simbolo |- , se tiene en primer lugar que, puesto que ¥ (a) = ¢ im-
plica (4.3),

b, Bt yi = h
......... 4.7)
T Ym=bm
con lo que
q’].‘,ﬁ |'_ a(x0=bl3-"=bm) (48)

de donde, por la Gltima relacion de (4.3), se sigue a2.
ad a3 : Supongamos que ¥ (a) Ty que
Grb- Axe Ty, oo Aywlar o)A Aa(Xg: Yia-esYm))  (49)

Caso |: existe un k (0 <k <m) tal que ¢y (a) 1.

Caso 2: existen by, ..., by tales que ¢y (@)=by,... ¢m @) = by y

(;’(hl" L] l')"l) T'
kin el caso 1, por hipdiesis no se verifica
®r. |- dxo ak (x¢,2) (4.10)

absurdo, puesto que (4.10) se sigue de (4.9).
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Andlogamente, cn el caso 2 por hipdtesis no se verifica

$p = Ixp & (%o, by - -+, bm), (@.11)

igualmente absurdo, puesto que (4.11) es consecuencia (4.9) y de las m primeras

relaciones de (4.3). En efecto, de cllas se sigue mediante sustitucion de equiva-
lentes

Pl - Ixo yy-.. Jym (v2 =bs A Aa(Xo Y1 ee¥m)) (4.12)

de donde se obtiene (4.11).

Lema 4.3: Si ¢ (a) =uy(g(a,y)=0)y arepresenta a g en ¥, entonces la for-
mula (& (0, x, %) A Vy (y <x¢ - 1 (0, x, y))) representa a  en V.

En efecto demostraremos:
Siy(@ =c
al dpxo=chk @08, %) A Vy (y <xg - T (0, 1,y)))
a2 Pp,(@0,8%)A Vy(y<xg » 120 2y) - xo =¢
Siy@)1
a3 b H JIxp (@©0,8,%x)A Vy(y<xo > 1a(03y))
ad al: Si ¢ (a)= ¢ existirdn ndmeros naturales my, my, . .. m¢.; tales que

g(a,0) = my

g(a, 1) — my

............ (4.13)
g(a,c 1) = mg,

ga,c)=0
y en consecuencia

by Fa(xp,,0) <> X = mg

.......... (4.14)
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$p—a(xe,8,¢ 1

) <> Xg =Mc.y

b o (20,8, ¢) — X9 =% =0
de ]as que a su vez se obtiene

¢y —"1a(0,3,0)

@y e, a,c- 1)
Py - (0, 2, ¢)

siguiéndose {inalmente
b (@0 8,0 A Vy(y<c - Ta (0 ay)

De (4.16) se sigue inmediatamente al.

(4.15)

(4.16)

ad a2 : Denotando por § la formula de a2 situada inmediatamente a la iz-

quicrda del simbolo |-, se tiene
BHa(0,a,c) > T1(c<xq)

con lo que, de acuerdo con la Gltima relacion de (4.15)
Py, BT <xg).
Por otra parte, de (4.16) se sigue
Gy - (0. 4, x9) > T1(xy <¢)

que junto con
B a(0,ax)

implica
G Bl T(xe <)

Finalmente, de (4.18) y (4.21) se sigue a2.

ad a3 : Supongamos que 3 (a) T y que sin embargo

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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P b Ixo (@0 2, x0) A Vy (y<x¢ > (@, 2, y)), (4.22)

que implica

by b— Txga (0, 8, %) (4.23)

puesto que de v (a) T se sigue g (a, 0) #0, g (a, 1) £0, ... que implican a su
vez (cft. (4.15)).

@) (0, a 0)
(l)l-; l— —l 4 ((_)_7 4, l)

$p -1 (0,2, 2) @29

se sigue de (4.23) y (4.24) que @} no es w-consistente, en contra de la hipétesis.

5. RECURSIVIDAD EN I¥ DI LAS FUNCIONES PARCIALLS REPRESUNTABLLES EN
;.. TFOREMA DE LA FORMA NORMAL,

Dada una determinada biycccion efectiva entre los nimeros naturales y las
{ormulas de LS cuyas variables libres son xg, X1, ..., Xy, la formula asociada al
namero k serd denotada por af.

Siguicndo la técnica usual introducida por Godel, a partir de una biyeccion
entre las {ormulas de LS y los ndmeros naturales, pucde definirse una correspon-
dencia, también biunivoca, entre ndmeros y sucesiones finitas de formulas (se-
cuencias). La secuencia asociada al nimero j serd denotada por Ij.

Sea ¢, una biyeccion cfectiva de N? en N y sean 65, y 05, [unciones de N
en N tales que si 04 (X, y) = 7, entonces 02, (2) = Xy 025 (2) = y.

Con esta notacion, si ¥ es una funcion parcial de n argumentos representa-
ble en w;, existird un k tal que of representa a . Con ello se tiene la equivalen-
cia de las proposiciones:

a) y()i;

b) existe un dnico b tal que &y |- af (x4, 8) <> Xo=h;

¢) existe un dnico b y un ¢ tal que I'; es una derivacion de
of (%0,3) <> xp =b

a partir de W (cfr. 3).
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d) existe un t tal que [L ka, a, ... an t, donde el predicado TL se verifica

por definicion si y solo si I'g21 (1) es una derivacion de qi (Xo, a) <— Xo = 023,
(t) a partir de V.

Ademas, puesto que T'r;. ka; a; . ..apty T}, ka; 45 ...a, t implican ob-
viamente 0,5 (1) =- 0,2 ('), se tiene que si y (a) estd definida, entonces

¥ (a)= 0y (ut [Th kat]). (5.1
Claramente el predicado TL" es recursivo en F. Una prucba formal de este re-
sultado puede obtenerse sin dificultad, aunque de forma tediosa, utilizando mé-

todos completamente similares a los empleados por Godel en su articulo de
1931. Asi pues:

THS5.1.

Existe una funcién recursiva 6,5 con un argumento y para cada nimero na-
tural n y cada funcién total F de N en N existe un predicado con n + 2 argumen-
tos Tl,:, recursivo en I, tal que para toda funcibn parcial ¥ recursiva en F existe
un namero natural k verificando (5.1).

De (5.1) y de la recursividad de T',," cn F se sigue inmediatamente:

THS5.2.

Toda funcidn representable en @ ; es recursiva parcial en F.

6. TLORLMA DE ENUMERACION,

Definiendo ¢! mediante la igualdad
R (a1 s an) = 020 (W t[Th kay - an t)) 6.1)

sc obtiene a partir de (5.1) y (6.1) el siguiente teorema de enumeracion:

TH6.1.

Para toda funcidon parcial con n argumentos y, recursiva en [F, existe un
nimero natural k tal que
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1 . |;
Y = P (6.2)
7. TLOREMA s-m-n

TI7.1.

Para todo s, m, n ¢ N existe una funcién recursiva total con n + 1 argu-

mentos 1, 1al que para todoa,,....a, by, ..., by, se verifica:
n. - . , _amen o, . ) )
q’l'(s.l‘.)l....,l‘)m)("l"'""")_‘9\ + (cll,...,dn, b],...,b]“). (71)
Demostracion:

Sean a y a las abreviaturas acostumbradas y sean respectivamente b y b

abreviaturas de by, by, . .., by ¥y by, ba, .. ., by Sea  la funcion recursiva
tal que
s m+n )‘ll e ‘2!11 7 2
Of(s.b) (Xos - - - s X)) =0ty (x(,,x,,....,xn“nxn+l Xmen (7.2)

(donde de nuevo la recursividad de [ se puede probar fdcilmente con las técni-
cas de (God 1931)).

De (8.2) se sigue inmediatamente la equivalencia de las proposiciones:

(@) g, (1) s una derivacion a partir de W, de
o™ (Xo- 2, 1) > Xq = 022 (1)
(b) U4, (1) es una derivacion a partir de Wy de
a:!(s.b) (X0, @) <> x¢ = 022(1)
con lo que se tiene
TE;HH sabt <« TL f(s,b)at, (7.3)

siguiéndose ¢l teorema de (7.3) y (6.1).
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8. TEORYEMA DF FINITUD.

En la definicién de & sc ha supuesto que I' es una funcion total. Todos
los resultados demostrados siguen sin embargo siendo vilidos si F es una funcién
finita o0 un segmento inicial, i.e., una funcion parcial con dominio

{0,1,2,...,k },

para un cierto k. Segmentos iniciales serdn denotados por o.

A partir del teorema de finitud del célculo de predicados de primer orden se
obtiene que para toda formula a € LS

¢pbae do@CF y ¢, a) (8.1)

donde o’ cs la f6rmula de Ls’, con 8 ={0,s, +, -, 0}, obtenida a partir de
sustituyendo cada aparicion de F por g.

Ademis, godelzando paralelamente las {6rmulas de LS y LS resulta obvio
que a y o corresponden al mismo ndmero y que 15 es una detivacion de oy a
partir de Wy: siy solo si I'} es una derivacion de oy a partir de W,.

Con ello sc tiene

FtThkat » Joo ¢ F y FtT? kay (8.2)
y en consccuencia, para todo F, n, k, a, b

o @=b o Jo@c Fy ¢R (a) = b). (8.3)

Como es bien sabido, la equivalencia (8.3), conocida como el Leorema de fi-

nitud de la teorfa de la recursividad, resulta ser una de las herramientas basicas
de la computabilidad relatjva.

9. TEOREMA DE RECURSION.

Modificando en la forma obvia la prucha del teorema del punto fijo de la
aritmética, sc obtienc:
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TH9.1.

Para toda férmula aritmética § € L5 con libr(B)= { Xo, X3,...,Xp+1 | CXis-
te un nimero natural k tal que

d)i_- ‘—aﬂs}" (XO’ .. ,Xn) > 6()(0, X)s -0 Xpy k) (9])

Como consecuencia de este teorema, para toda funcion recursiva f, si g re-
presenia en @ a la funcion parcial ¥ recursiva en I definida por la igualdad

v (ay,...,an,b) = ¢;?('}l"') (a;,...,an) 9.2)
se tendra:
Y@ b)=cer gl (@) = ¢ o Pp -Boab) o xg=e  (93)

Por el teorema del punto fijo existird un nimero natural k verificando (9.1),
con lo que para todo a, ¢ son equivalentes las cinco proposiciones:

@ oy, @ =c
(b) ¥(ak)=c
() Pt B(Xe 2, k) > xp = ¢
) @yt ot (x,2) — %0 = ¢

© op'@=c

De la equivalencia de (a) y (c) se sigue el teorema de recursion:

T119.2.

Para 10da funcién recursiva { con un argumento, existe un nitmero natural k
tal que para todo n se verifica:

nl _ nJl
P T Oriio -
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