UBER TONNELIERTE RAUME
von

NORBERT ADASCH UND DIETER KEIM

Die von W. Robertson 7] in die Kategorie der topologischen Vektorraiume
eingefuhrien tonnelierten Ridume iibernehmen dort eine dhnliche wichtige Rolle
wie die lokalkonvexen tonnelierten Raume (vgl. Kothe [5], Adasch, Ernst, Keim
(2.

Angeregt durch den Kotheschen Beweis des Satzes von Mahowald und durch
zwei Beweise in []1]und |8]geben wir cine neue Beweis methode an, die es gestat-
tet, den Satz von Mahowald und zwei Umkehrungen (Pfister [6], Waelbroeck
[8]) des Saizes von Banach-Steinhaus gleichzcitig zu beweiscn. Entsprechendes
wird fir topologische Vektorverbinde ausgefiihrt.

In der Terminologie folgen wir [2].

Line Folge UL ={Up} von kreisformigen, absorbicrenden Teilinengen cines
topologischen Vektorrawmes L (T) nennen wir Faden, falls

Un+1 + Un+1 Cc Un )

U, ={Upt heife topologischer Faden, wenn alle U, Nullumgebungen von E (T)
sind. Unter einem abgeschlossenen Faden WL = {Up} wollen wir ¢inen Faden
mit abgeschlossenen Uy, verstehen. L (T) heift ronneliert, wenn jeder abgesch-
lossene Faden ein topologischer Faden von E (T) ist.
Im fogenden durchlaufe U = {US"} die Menge aller topologischen Fiden
von E (T). Weiterhun sei T={ Ty} cin fester abgeschlossencr Faden von E (T).
Wir betrachten

Il l':lu, mit E"_[, = E

a
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Jeder Faden {T, + Upt} erzeugt auf Eq, eine halbmetrisierbare lineare Topo-
logie. Auf ll’ll Ew betrachten wir die zugehorige Produkttopologic Ty;.

Sci nun
F={(xq)e€ l"l Eiw : X =const bis auf endlich viele W }

Wir definicren eine weitere halbmetrisierbare lineare Topologic Ty auf F, die
durch den Faden

( n (T, + Uy ))nF
‘.

erzeugt wird. Man iberzeugt sich sofort, daf Ty auf F grober als Ty ist. Wegen

(lul (Tn+ +U'."1‘+1)) ar " c (ll‘ (T + U}'IL)) NFE
folgt sofort
(1) Ty hat eine Nullumgebungsbasis aus T-abgeschlossenen Mengen.
Sei nun
N=n Il (Ty +Up)NF

n

Wir betrachten F/N mit der Quotientenabbildung Q: ¥ - F/N und den Quo-
tiententopologien Ty- und Typ. Da N auch Tpp-abgeschlossen ist, sind beide Topo-
logien Hausdorfisch.

Man kann zeigen

Q((T(Tnay +UY WO F i”c() H(Tha 405y A Y
(('ll n+2 n+2)) ) '(('IL n+l 'n+1)) )

und mit der oben fir (1) benutzten Formel folgt

- . Tn .
Q(I(Fnea +URa)) NF) 7 © Q (U (Ta+Ux) N F)
Also gilt

(2) Ty hat eine Nullumgebungsbasis aus Tj-abgeschlossenen Mengen.
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Betrachten wir nun die Abbildingen

K‘ll.l-- s W . I.'.(T) - F
definiert durch K, .. ., Wy (X) = Xap ) mit Xy ==Xy =X
und sonst x4, =0. Da
Kujoo oo w, (Ut n...atpm) c M (Tx +UN) NF

und die Ty, absorbierend sind, gilt

(3) Die Q= Ka,y, ..., Wy bilden eine punktweise beschrinkte Menge
stetiger linearer Abbildungen von . (T) in F/N (Ty).

Sei K dic kanonische Abbildung von E (T) in F definiert durch

Kx) = (xuy) mit X = x  furalle w
Aus
m aL. B ‘
KOO Kuy.o g (e 1T To# U 1 w)ns
i=1 UFE U Uy

folgt die punktweise Konvergenz des gerichteten Systems der K, |
gegen K bezuoglich der Topologie Try. Also gilt auch
(4) Die Q= Ko, konvergieren punktweise gegen Qo K in l-',.’N('i'“).
Da dic Abbildung Q= K: ¥ (T) » [N ('i‘“) stetig ist und 'i‘r nach (2) eine
Nullumgebungsbasis aus Tjj-abgeschlossenen Mengen hat, folgt wie in [5],
§34.7.(1)

A ———

(5/)Q«K:L(T)-»FN (f-,-) hat cinen abgeschlossenen Graphen.

Fur topologische Vektorverbinde E (T) crweist sich cin abgewandelter
Begriff der Tonneliertheit als angemessen: B (T) heift ordrungstonneliert,
wenn jeder normale abgeschlossene FFaden ‘W in E (T) ein topologischer I'aden
ist (val. [4]). Der Faden W = { Uy} heift dabei normal, wenn jedes Uy, normal
in E ist, also mit x ¢ Uy auch alle y mit jy| <|[x| in U, legen.
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Wir wollen kurz dic Riume und Abbildungen aus I. in diesem Rahmen
betrachten. Dazu durchlaufe W jetzt alle normalen topologischen Fiden des
topologischen Vektorverbandes X (T) - T'= { Ty} sei ein normaler abgeschloss-
cner Faden in L (T).

Der Faden {T, + Uy} istdann normal in E., , erzeugt also e¢ine Verband-
stopologie, ebenso Ty; aul IJ Eq (versehen mit der komponentenweisc erklir-

ten Ordnung). F is cin Unterverband in lll Fa, und damit F (Ty;) ein topo-
uw

logischer Vektorverband. Dasselbe gilt fur F (T).

Da die Abschliefung einer normalen Menge in cinem topologischen Vektor-
verband wieder normal ist, konnen wir 1. (1) verschirfen zu

(1) Ty hat eine Nullumgebungsbasis aus normalen Tyj-abgeschlossenen
Mengen.

N ist ein Ideal in I, IY/N also ein Vektorverband mit den Verbandstopo-
logien 'i'” und '1‘1-, und wicder gilt

(2) 'i',l. hat eine Nullumgebungsbasis aus normalen ’i‘n-abgeschlossenen
Mengen.

Die in [. Betrachteten Abbildungen Ky, , .
shomomorphismen, also lantet 1. (3) jetzt

(3)Die Q= Koy, simf' punktweise beschrinkte stetige Verband-
shomomorphismen von E (T) in VIN (Tq).

{4) und (5) lauten wie in I. Dabei ist noch anzumerken, dag die Vervoll-

—~———

und K sind Verband-

» Wm

standigung F/N ('i"-,-) wicder ein topologischer Vektorverband ist.

Aus den Vorbercitungen | und Il folgt nun zum cincn sofort die schwierigere
Richtung von

(1) (Tyahen {3], Waclbroeck [8]) Fin topologischer Vektoraum E (T) ist
genau dann tonneliert, wenn jede punktweise beschrinkte Menge von stetigen
linearen Abbildungen von L (T) in einen beliebigen topologischen Vektorraum
V' gleichgradig stetig ist.

Dazu sei T = {Tp{ ein abgeschlossener l'aden von E (T). Dann bilden die
Qs K. ..., « q Mach L (3) cine punkl\iveisc beschrinkte Menge von
stetigen lincaren Abbildungen von L (T) in F/N (Ty). Ausihrer Gleichstetigkeit
folgt, dag mit den

N @Ky QI T + U OF)
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auch dic Obermengen
N (Tn+Un') =Ty
Nullumgebungen von E (T) sind: E (T) ist also tonncliert.
Betrachten wir nun

(2) (Pfister [6)) Lin topologischer Vektorraum F. (T) ist genau dann ton-
neliert, wenn folgendes gilt:

Jede lineare Abbildung von L (T) in einen beliebigen topologischen . Vek-
torraum F (T°) ist stetig, falls sie punktweiser Limes eines gerichteten Systems
aus punktweise beschrinkten, stetigen linearen Abbildungen von E (T)in F (T)
ist, und zwar punkitweiser Limes beziiglich einer gréberen linearen Topologie
To auf ¥, so daf T’ eine To-abgeschlossene Nullumgebungsbasis hat.

Zum Beweis der Riickrichtung betrachten wir bei gegebenen abgeschloss-
encn T ={T,} die Abbildungen Q ¢ K und Q ¢ Koy, .. wp Ausl(2),
(3) und (4) folgt dann dic Stetigkeit von Q » K: F. (T) » F/N (Ty) und aus

Qo Ky' Q (l"[ (Tnet +U}'1L+1)m-') CO(Ta+Up) =Ty
dic Tonneliertheit von E (T).
SchlicBlich crhalten wir aus 1. (5) mit
Qe KI* Q(I (Taus +Uiig) NT) RS (Il (Tp+Us)OF)
=T,
cinen neuen Beweis des Mahowaldschen Satzes

(3} (lyahen [3]) Ein topologischer Vektorraum L. (T) ist genau dann ton-
neliert, wenn jede graphenabgeschlossene lincare Abbildung von L (T) in einen
beliebigen vollstindigen metrisierbaren topologischen Vektorraum stetig ist.

Im Rahmen der topologischen Vektorverbinde erhalten wir den Sitzen (1)
bis (3) entsprechende Aussagen, indem wir hier *‘topologischer Vektorraum,
lincare Abbildung, tonneliert” ersetzen durch ‘‘topologischer Vektorverband,
Verbandshomomorphismus, ordnungstonneliert”. Zum (auch hier gleichzeitigen)
Beweis sind nur noch die in 11. gemachten Bemerkungen zu bericksichtigen.
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