SUCESION EXACTA DE CINCO TERMINOS
por

A.R.GRANDJIEAN y L. FRANCO FERNANDILZ

En el afio 1976 Furtado-Coclho e¢n “Homology and generalized Baer in-
variants” {2], considerando una variedad de Q-grupos y una subvariedad de ésta,
obtiene una sucesion exacta de cinco términos, asociada a una sucesién exacta
corta de §2-grupos.

El objeto de este trabajo es obtener una sucesién exacta de cinco términos,
introduciendo dos subvariedades U y V de una variedad A de Q-grupos, para ca-
da sucesioén exacta corta en la categoria A [Teorema 6]. Este teorema se utiliza
para deducir algunos resultados sobre series centrales en £2-grupos.

Si se toma como varicdad V toda la categoria A obtenemos el resultado de
Furtado-Coclho [2. p. 602].

El teorema bdsico, dado por Stammbach [10. Teorema 1.1. p. 64}, y algunas
de sus aplicaciones, aparecen al tomar como categoria A la de grupos y como va-
ricdad U la de grupos abelianos de exponente q.

Se utilizard el “Lema de los cinco”, vdlido en una categoria de Burgin, para
cuya demostracion puede seguirse la linea de [6. p. 62]. Sc utiliza la notacién
de [6].

1. PRELIMINARES.

Sea A una variedad de Q-grupos y U una subvariedad de A. Denotaremos
también por U al conjunto de sus leyes, as{ como ol fentor variedad. Si(B | A) s
un par ideal de A (B ideal de A) definimos U, (B { A) como el ideal de A geneaa-
do porel conjunto U (B{A)={u(b+2) —wia)ibeB,acA,u(x)eUl}.

Se define la U-serie central inferior de un 2grupo A de A de la siguiente
forma: U% (A) = A, U (A) = U (A), U™ (A) = U, (U"(A) | A)n > 1.Un
Q-grupo A € A se dice U-nilpotente si existe un n tal que U" (A)=0(3.p. 16y
17}.

o0
Denotaremos por U*(A) el término ﬁl U (A).
n=
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Lema I. Para un §2-grupo A son cquivalentes:

i) x #0=>existe L, idcal de A, tal que x ¢ 1 y A/l es U-nilpotente.
i) U™=(A)=0.

Demostracion:

i) = ii). Sea 0 # x ¢ A. Entonces existe I, ideal de A, con x ¢ L'y A/l U-nil-
potente, por lo que existe un n tal que U™ (A) C I. En consecuencia x ¢ UP(A).

ii) = i). Sea U*(A) == 0.Dado 0 # x € A cxiste unentero n tal que x ¢ U"(A).
Ademis A/U™(A) es U-nilpotente.

Diremos que un -grupo A es residualmente U-nilpotente si verifica las
condiciones del lema 1.

Proposicion 2. Para un objeto A de A el témmino:

RNU(F)

AU(A) = U, (R| F)

es independiente de Ja presentacion proyectiva R 4—=F —»A. Ademids All es
un funtor | 2. p. 599|.

Proposicion 3. Una sucesién exacta corta de $2-grupos A <—B —=C, en
A, induce una sucesion exacta y natural:

. B . C
T U, (A1B) U (B) U (C)

—(

AU (B)—AU (C)

[2.p. 599].

2. (V, U) —SUCESION FXACTA DE CINCO TERMINOS.

Sca A una variedad de Q-grupos y U y V subvariecdades de A. Utilizando
el funtor AU de la proposicion 2, definimos, para un 2-grupo A e V:

AV, U) (A) =Coker [AU (F) i» AU (A)],

f
siendo ' —4» A una presentacion V-libre [7. p. 18] de A.
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Proposicion 4. La definicion de A (V, U) (A) no depende de la presentacion V-li-
bre de A. Ademids A (V, U) : VA es un funtor.

f il
Demostracion: Sean F—+=A y F'—» A dos presentaciones V-libres de A.
Se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

Fe—

\/

y, utilizando la funtorialidad de AU (proposicion 2), también es conmutativo el
siguiente diagrama:

AU(F) m——— — AU (F)

N,

AU (A)

Entonces fx = (% h=|=)C f.° . Andlogamente f%° > f°. En consccuencia
A(V, U) (A) es independicnte de la prescntacmn V-libre de A

Seag:A —= A’ unmorfismoen Vy F—lm A, F' —L 3o A’ presentacio-
nes V.libres de A y A’. Entonces se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

F— ' 4

del cual se deduce:
fe fx
AU(F)———— AU(A) ——— 4 A V,U0)(A)
hx g+ AV, U) (g)

AU (F) T»AU (A) —fT*’ AV, U) (A)
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y, por tanto, la funtorialidad de A(V,U).

Proposicion 5.

i) SiV =Aenlonces A(V,U)=AU.
ii) Si F es V-libre, entonces A (V,U) (F)=0.

Demostracion:

i) Sea F —f-—>A una presentacién V-libre de A. Por la hipotesis F es
Adibre, y asi, teniendo cn cuenta la proposicion 2, AU (F) = 0. Por tanto
A(V,U)(A) = AU (A).

ii) Se considera la presentacion V-libre de F: F —L»F. Se sigue que
A(V,U)(F) = 0.

Teorema 6. Si A 42— B —Y» C es una sucesion exacta corta en V, entonces
se tiene una sucesion exacta y natural:

A B C 0
U, (AIB) U (B) U ()

AV, U)(B)—A(V,U)(C)—

Demostracion: Sea f: F > B una presentacion V-libre de B. Entonces vf es una
presentacion V-libre de C. Ulilizando la proposicién 3 se ticne el siguiente dia-
grama conmutativo:

AU (F) ——=AU ()

f= (v«

A{J(B)LAL‘J(C)—%»H—— A > B — ¢ —0
U, (AIB) U (B) U (C)

B (VD% 1AV, 0) ()]

Y

A(V,L)(B) m A(V,U)(C)

donde el cuadrado inferior es cocatesiano y, por tanto, los coniicleos de vx y
A (V. U) (v) tienen el mismo rango [6. p. 28 y 32]. Se deduce asi la exactitud
de la sucesion.
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La proposicion 3 aparece como caso particular de este teorema, haciendo
V = Ay utilizando la proposicién 5 i.

Teorema 7. Sca {: A—B un homomorfismo en V. Si f induce un isomorfis-
mo A/U (A)—=B/U (B) y un homomorfismo sobre A (V, U) (A) = A (V, U)
(B), entonces f induce isomorfismos:

A f, B
—— —> ——— (i = 0),
U' (A) U’ (B)

A G B

un monomorfismo: +— .
Y U™ (A) U= (B)

Demostracion: Para i = Q trivial. Procedamos por induccion. Sii= 1, el resultado
se verifica por hipotesis. Supongamos i > 1 y el tcorema vilido parai— 1. Apli-
cando cl feorema 6 a las sucesiones cxactas cortas:

Ul La) 4 - A - AU (A) y

Ut 1) # - B > B/U" 1 (B)

se obtienc el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

) Ul A ATl
G-Iy~ Uiy T um T ooy

A(V,U)(A) > A(V,U) (

1 £ g3 71 8s

) ui- I(p) B B/U-! (B)
u-lm)/ T Ui®)  um) UBIU-I(®B)

AV, U) (B) - A(V,U) <

Por hipétesis g, es homomorfismo sobre y g4 es isomorfismo. Ademds g,
Yy gs son isomorfismos por la hipotesis de induccién, y, utilizando el “Lema de
los cinco™ se deduce que g3 es un isomorfismo.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:
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Ul 1 (a) A A

- H — - e |
Ui (A) ui(a) ui-l(a)
83 f ;!
v~ () B B

; # > T T T
U' (B) u'(B) U~ (B)

Puesto que g3 vy Fb_l son isomorfismos, se tiene que fb es un isomorfismo.
Para probar que f{J° es un monomorfismo consideremos el diagrama conmu-
tativo:

A o B
U™ (A) U (B)

|

T

A B B
Ui (A) fi,  ui(p)

Sea x + U™ (A) € Kerf{j . Entonces fliJ (x + U1 (A) =0 (i = 0), y por tanto
x € UL(A) (i > 0). Asi x € U® (A).

Si A cs la categorfa de grupos y U la variedad de grupos abelianos de expo-
mente q, entonces el funtor A (V, U) coincide con el VY, introducido por Stamm-
bach [10. p. 42]. En efecto, sea A un grupo en la variedad V, F —{y» A una
presentacion V-libre de A y F—f 4> F una presentacion libre de F. Sea R cl
nucleo de I'— 4o A. Tenicndo en cuenta que si U (F) =F % F’, entonces
Uy (RIF)=Rx3%q [[2.p.607]y que H, (A, Zg) = (R N F 3q (I 3% q R)
[10. p. 17] se obticne que AU (A) =H; (A, Zq). Por tanto V4 (A) = A (V,U)(A).

En consecuencia la sucesién exacta de cinco términos de Stammbach
[10. p. 42] y el tcorema bdsico [10. p. 64] aparccen como corolarios de los {eo-
remas 6 y 7 respectivamente.

Cololario 8. Scan A y B S2-grupos U-nilpotentes de la variedad V. Si f: A——B
induce un isomorfismo A/U (A)——B/U (B) y un homomorfismo sobre
AV, U) (A)—>A(V, U) (B), entonces { es isomorfismo.

Demostracion: Al ser A y B U-nilpotentes existe un entero n tal que U™ (A) =
= U™ (B) = 0. Basta aplicar ¢l reorema 7 para obtener el resultado.
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3. APLICACIONLS.

Proposicion 9. Sea A ¢V y A (V,U) (A) =0. Si A/U (A) es (V N U)ibre, en-
tonces existe un homomorfismo f: F ——A con I V-libre, que indice isomor-
fismos:

F oot A

Ul (F) Ui(A)

(i=0)

F A

y un monomorfismo: —— .
U*(r) U= (A)

Demostracion: Sea S un conjunto sobre el cual A/U (A) es (V N U)-libre, y sea F
el Q-grupo V-libre sobre S. Pucsto que F/(V N U) (F) es (V N U)libre sobre S
[7. p.18]. porla unicidad de los objetos libres, se verifica F/(V M U) () = AJU(A),
y al pertenecer I a la variedad V se ticne F/U (IF) = A/U (A).

Ya que F es V-proyectivoy A ¢ V, existe [: [ —— A haciendo conmutativo
el siguiente diagrama:

A= A/U (A) = E/U (F)

Puesto que A (V, U) (A) = 0, se verifican ya todas las hipétesis del reorema 7,
del que se sigue la proposicion.

Diremos que la variedad V verifica al propiedad (Py) si todo objeto V-libre
es residualmente U-nilpotente.

Teorema 10. Sca V una varicdad verificando la propiedad (Py) y A € V con
A (V,U)(A) = 0. Si (x)jc1 es una familia de A, cuya imagen (X;)j¢) en A/U (A)
se puede completar a un conjunto sobre el que A/U (A) es (V N U)-libre, enton-
ces (Xj)je] genera en A un §2-subgrupo V-libre.

Demostracion: Sca (Xj)jc 5 (cxtension de la familia (Xj)j¢1) el conjunto sobre el
que A/U (A) es (V N U)ibre, y F el Q-grupo V-libre sobre (Xj)je 1- Razonando
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como en la proposicion 9, existe 1: F — A haciendo conmutativo el siguiente
diagrama:

F

A'—i-A/U (A) = F/U (F)

Asi, aplicando el teorema 7, tenemos un monomorfismo F/U* (IF) +—»
A/U%(A). Por otra parte F es residualmente U-nilpotente y el lema I nos da
U* (F) =0, y asi el diagrama conmutativo:

F f — A

F/U> (F) 4———— A/U* (A)

del que se deduce que f: F—— A es un monomorfismo.

Sea F’ el §2-grupo V-libre sobre ()i . Ya que (X;)j | es un subconjunto de
(Xj)j ¢ 5, se tiene que F’ es un $2-subgrupo de F y, por tanto de A.

Si este teorema se aplica tomando como categoria A la de grupos y como va-
riedad U la de grupos abelianos, sc obtiene ¢l Teorema 2.2. de Stammbach
{10. p.68].
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