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Abstract: The r-manifolds are considered in connexion with the symmetric
and harmonic manifolds. For r*-manifolds the Wong’s conjecture is solved. The
natural generalisation of r-manifolds to r-tensor fields is realised in such way that
the results cnables us to study in more general way the r- and r?-manifolds for
the riemannian case.

1. INTRODUCCION.

La terminologia utilizada es la de {1]. Vamos a dar a continuacion una des-
cripcion breve de los principales conceptos utilizados.

Sea V;, una varedad diferenciable n-dimensional. Un abierto de V, es ho-
meomorfo a R™. Sea F(p) el dlgebra de las funciones diferenciables de clase C*
en un vecinaje de p € V, y F(Vy) el dlgebra de las funciones diferenciables so-
bre V.

Un campo vectorial es la asignacién de un vector a cada punto de V. Es una
derivacion del dlgebra F(Vy,). El conjunto de todos los campos vectoriales sobre
Vi, K esun £(Vy) — modulo. El conjunto de los campos tensoriales de tipo
(r, 5), 3% es isomorfo al producto tensorial de rveces X y s-veces su dual. Un
campo tensorial de tipo (r, s) puede ser considerado como una aplicacion s-lineal
de X, X K X ... (s-veces) ... X K —————  J{.

La conexion afin ¢s una aplicacion bilincal V: 30 X 3o
representada (X, Y)

K.
VxY endonde X,Y e J. El operador Vy

* Direccion actual: Institut Henri Poincaré, Université de Paris V1, Il ruc Picrre et Maric
Curie, Paris, [Francia.



246 F. Soler

es la diferenciacion covariante respecto a X. Es una derivada sobre el dlgebra de
los campos tensoriales que conservan el lipo y que commutan con cada contrac-
cion.

La derivada covariante de un campo tensorial K € J§ es una aplicacion V:

Jy———— Jy.u1» Y ponEmOs:

(1-1) VKYX, -0 X V) = (VKX -0 XS)
¥Xi, X, Vek.

para la primera derivada covariante y

(1-2) (V* KXy, s Xt V:W) = (Vw (Vv K)) (X4, -0 X)
¥ X1 X, V, We K.

para la scgunda.
Los campos Lensoriales torsion y curvatura son definidos respectivamente:

(1-3) TV,W) =VyW_Vy V[V, W], ¥V,WeX
(1-4) R(V,W) = [Vy,Vw] Vv, wp¥V,Wek
Esta ultima (14) podemos escribirla también:
(1-5) R(V,W,Z) =A(V*Z)(:W:V). Vyw,v)Z
YV,W,Z¢ K
aqui A representa el operador de antisimetrizacion.

Sea g el tensor métrico de la variedad. Representaremos con 7 el isomorfis-
mo definido por g; entre el fibrado tenganie y cotangente

(1-5bis) 7:3K (Vn) K *(Vn)

Este isomorfisme se extiende de una forma natural a los campos tensoriales.
El tensor de Ricmann se define:

(1-6)  R(X,Z,V,W)=gR(V,W,Z),X),¥X,Z,V,We X

siendo g el tensor métrico.
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El tensor de Ricci se define:
i .
(1-7) SX,Y) = 20 (RX, Vi, Y) . ¥X,Ye X

en donde B ={ V;| es una base del espacio vectorial tangente y 6' 1a base dual
asociada.
Las identidades de Bianchi se escriben:

(1-8)  Pyy /[{RX,Y,Z) (T(T(X,Y),Z)+Vy T(Y,Z))}=0
(19)  Pyy /I {(Vg R)(Y,Z) + R(T(X, Y),Z) } = O

en donde ‘Px y z//’ indica permutacion circular sobre X, Y, Z, y suma.

2. VARIEDADES ARMONICAS, SIMIETRICAS Y RECURRENTES.

Las variedades simétricas fueron introducidas por Cartan [2]. Estdn defini-
das como aquellas variedades para las cuales el tensor de curvatura es invariante
por las transformations paralelas

(2-1) VxR=0 , M XeX (V)

para las variedades sin torsion, T(X, Y) =0, ¥ X, Y € JX (Vy). Basindose en el
grupo de holonomia, Cartan da la clasification completa de las variedades con
métrica definida positiva.

Copson y Ruse [3] introducen las variedades arménicas como aquellas para
las cuales la ecuation de Laplace generalizada tiene soluciones que solo dependen
de la distancia geodésica s:

(2-2) lapl s = f(s)], ¥peQCV,

Si la condition de armonicidad se verifica en todos los puntos p € V, de la
variedad, se llama completamente armonica.

Toda variedad arménica es una variedad de Einstein, es decir verifica la con-
dicién:

2-3) SX,Y)=n.g(X,Y) ) ¥ X, Y eX(Vp)
Copson y Ruse [3] demuestran que toda variedad riemanniana arménica de

dimensions 2 y 3 es necesariamente una variedad con curvatura constante. Mo-
tivados por estos resultados proponen.

5
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Conjetura 1. Toda variedad riemanniana V, n > 2, armonica, es una variedad
con curvatura constante, es decir:

¥X,Y,Z, TeX(Vn)
Esta conjetura dio lugar a toda una serie de trabajos sobre las variedades ar-
monicas [4], [5], [6]- Lichnerowicz [7] las estudia de una forma muy completa,

en una carta local normal.
El resultado que mds nos interesa es el siguiente:

Teorema. Toda variedad armonica de dimension cuatro es simétrica indescompo-
nible.

Parte, para la demostracion de su teorema, del hecho de que la variedad sea
analitica. Esta restriccion es la causa indirecta del origen de las variedades recu-
rrentes, porque la convergencia de la scrie que determina el tensor métrico (véase
[7]) no estd siempre asegurada, salvo cn el caso de la analiticidad.

En el articulo de Copson and Ruse [3] prueban que en toda variedad armo-
nica se verifica la relacion:

(2-5) (VS X,Y: W) + (VS)(W,X:Y) + (VS)(Y,W:X) =0,
¥X, Y, We X

siendo S el tensor de Ricci, ahora, si exigimos la condicion:

(26) (VRYX,Y,Z, T:W) = a(W)-R(X,Y,Z,T)
¥X,Y,Z,Te X

es decir la condicién de recurrencia (2-10).
Se demuestran entonces las dos relaciones siguientes:

27 (V) (X, Y: W) = a(W)-S(X,Y)
(2-8)  (VR)(:W) = a(W) -R

¥X,Y,We X
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Para estas variedades, se obtiene ficilmente de las condiciones (2-7) y (2-8):

29) a(W)-S(X,Y) + a(Y)-S(W,X) +a(X)-S(Y, W) =0
¥X. Y ,Wek

De la relation (2-9) se demuestra [8] que cuando a # O necesariamente el
tensor de Ricci se anula.

Teorema 1. Sila variedad armonica es también propiamente una r-variedad (es
decir a # 0), entonces S(X,Y)=0,¥X,Y ¢ K.

En 1946 Ruse [9] encuentra un ejemplo de variedad armonica que no es si-
métrica. Se trata naturalmente de una variedad de Einstein, con curvatura escalar
nula. El tensor de curvatura verifica la relacién:

(210) VR=R®a

en donde 2 es una l-forma y R es el tensor de Riemann-Christoffel de la variedad.

Las variedades satisfaciendo la condicion (2-10) en cada punto de la varie-
dad, fueron llamadas k-variedades o kapa-variedades al principio, y luego varieda-
des recurrentes o mds simplemente r-variedades.

Posteriormente las r-variedades serdn clasificadas en dos tipos: simples, cuan-
do el tensor de curvatura puede descomponerse en el producto tensorial de dos
2-formas, y nosimples, en ¢l caso contrario.

La variedad de Ruse [9] corresponde al caso de variedades armoénicas sim-
ples. Para tales variedades el tensor de curvatura se descompone en la forma si-
guiente.

RX,Y,Z,T) = u(X,Y) - u(Z,T) ¥ XY, Z,Tek

en donce ]
Vi(Z,T: W) = 2 a(W) - p(Z,T)

El ejemplo dado por Ruse es el de una variedad riemanniana, en la que las
componentes del tensor niétrico en una carta local, son:

8(X1,X3) = 1 g(X1,X4) =y
(2-11)
g(xz,xz) = X4 f(y) g(Xz,X4) =X

en donde X; € X i = 1,4 es una base.
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Se trata de una r-variedad simple, como todas las armoénicas recurrentes
[10].
3. VARIEDADES ATINEES RECURRENTES DE SEGUNDO ORDEN.

Consideremos el caso donde V es una variedad afin. La condicién de recu-
rrencia es la misma que para el caso riemanniano. En particular la condicion de
recurrencia de segundo orden se formula:

VZR=R®B

en donde B e J* ® Jo*.

Una variedad recurrente de primer orden,
VR=R®ua
lo es también de cualquier orden, en particular
V(VR) = VR =R®(@®a+Va)
es decir
@3- VR =R®B

endonde B=a®a + Va

En 1962, Wong [11] lanza la conjetura siguiente para las varicdades afines
satisfaciendo:

i) conexion lineal simétrica AT' = 0
ii) propiamente recurrentes de primer orden;

VR=R®a;, a+0

Conjetura 2. Si AS(X,Y) = 0 entonces AVa = 0.

i
Endonde S(X,Y) = Z6'R(X,V;,Y)
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B = {Vi} esuna base de T, et
B* =1{6'} es la base dual

Esta conjetura tiene solucién inmediata para cl caso riemanniano, porque en
este caso a = df,y necesariamente 4 V a = 0. (Cifra: Walker [12]).

Anilogamente en el caso afin la conjetura seria resuella si se probase que
a=d0; 0. e F(Vy).

Una forma de probar la conjetura serfa de obtener que AB = 0 para todas
las variedades recurrentes de segundo orden.

En el caso riemanniano el problema fue resuelto por Roter [13].

Teorema 2. Para toda variedad diferenciable riemanniana recurrente de seguno
orden, el tensor de recurrencia es simétrico.

La demostracion dada por Roter en coordenadas locales no cs tan elegante
ni general como la siguiente. (Cifra: Séler [8]).

Demostracion: Si definimos un tensor.

3
H e @ (T§ A T§) como la parte antisimétrica de la derivada segunda del ten-
sor de curvatura,

(AVH)R = H
es decir para el caso de recurre::cia de segundo orden,
H=AB®R
y teniendo cuenta del isomorfismo
AFD N TEATE

las coordenadas de H son Ha g en el espacio vectorial Aj )
Por otro lado sabemos que para toda variedad diferenciable méirica

Papc//Hape = 0

en donde Pppc// significa, permutacion circular sobre los fndices A, By C, y
suma.
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Entonces con el lema 2 de Walker [12]. Si R # O esto implica AB = 0.Lo
que prueba el tcorema.
Esta teorema tiene por corolario immediato, si se tiene cuenta de (3-1).

Corolario 1. Para las variedudes diferenciables riemannianas recurrentes de
primer orden, la 1-forma de recdurrencia deriva de un gradiente.

Esta es otra forma diferente de obtener el resultado de Walker [12].
La conjetura de Wong [11] es un caso particular de la conjetura siguiente.

Conjetura 3. Para las variedades diferenciables afines recurrentes de segundo or-
den el tensor de recurrencia es simétrico.

El andlisis de las propiedades del tensor de recurrencia para las variedades
riemannianas recurrentes de segundo orden estd basado en las propicdades de
simetria del tensor de Riemann. El tensor de curvatura, en el caso afin, no tiene
todas las propiedades de simetria del tensor de Riemann. Esto hace cl estudio en
el caso afin mds dificil.

En lo que sigue nos vamos a limitar al caso sin torsidn, es decir con conexién
simétrica. En este caso las identidades de Bianchi (1-8) y (1-9) pueden formu-
larse:

(3-2) Pxvyz/l R(X,Y,Z) =0, ¥X,Y.ZeX
(-3)  Pxyzl/R(Y,Z,W:X) = 0, ¥X,Y.ZW e X%

La condicion de recurrencia de segundo orden, sicndo R # 0, es:

(3'4) (VW(VV R)) (x’ Y, Z) = R(x, Y, Z) ‘ B(V, W)
¥X,Y,Z,V,We &
Vamos a obtener ahora algunas fGrmulas con la parte antisimétrica del ten-
sor de curvatura.
Teniendo cuenta de (3-3), la ecuacion (3-4) nos da,

(3-5) B =Pyxy//RX,Y,Z) - BV, W) =0

Si se hacen las permutaciones circulares y diferencias siguientes:



-y 12 variedades diferenciables 253

B--[Pywll Bl - [Pxw//B) --[Pyw//B] = 0

nos da cero, por definicion de g (cifra; (3-5)). Realizando las simplificaciones ne-
cesarias, se obtiene:

(3-6) Pxyv /[l AB(V,WY)R(X,Y,Z) = AB(X,Y) - R(W,V,Z)
¥X,Y,Z,V,WeX
La férmula de Ricci para el commutador de las derivadas segundas [14] es:
3-7 AVIR)(X,Y,Z: V: W) = R(X,Y,R(V, W, Z)
+ R(X,R(V,W,Y),2)
+ R(R(V,W.X),Y,Z)

R(V,W,R(X,Y,Z))
H(Z,X,Y,V,W)

Una relacion interesante puede obtenerse, teniendo cuenta del hecho que el
commutador de dos derivaciones es una derivacién [15].
La ecuacion (3-4) pucde escribirse
A(VZR)(:V:W) = 4AB(V,W) - R
y aplicando el operador de derivacion {4V?2] nos da,
3-8) AV (A(VER)(:V:W)) (:P:Q) =
= [AV2B(:P:Q)+ AB(V,W) - AB(,Q)] - R

y por el hecho de ser recurrente de segundo orden, con la relacién (3-7) obtenemos,

39) AVA(VEIR) (V:W)](:P:Q) =

2 A(V*H) (:P:Q)

2A4B(P, Q) -AB(V,W) - R

Con las ecuaciones (3-8) y (3-9) se obtiene immediatamente
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A(V?B) (:P:Q) = AB(V,W) - AB(P,Q)
Teniendo cuenta del isomorfismo
ApP - TEATH
entonces AB ¢ A;‘,‘(Z) y & = A(V?)(:P:Q) es una derivacion del dlgebra.
Proposicion 1. La parte antisimétrica del tensor de recurrencia de segundo orden

para las variedades propiamente afines y sin torsion es autorecurrente en el espa-
cio de las 2-formas A} @) para la derivacion § .

Este resultado es andlogo a uno obtenido por Walker [12] para las variedades
recurrentes riemannianas simples. La |-forma de recurrencia es recurrente.

La formula de Ricci (3-7) aplicada a la parte antisimétrica del tensor B nos
permite obtener,

(3-10) A(V?*)AB(:P:Q) = 4B(V,R(Q,P,Y))
+ AB(R(Q,P,X), W)
Haciendo la serie de operaciones siguientes, vamos a obtener tres identidades
importantes.
Primeramente, teniendo cuenta de la identidad de Bianchi (3-2) y haciendo
la permutacion Py xy// obtenemos,
(3-11)  Pyxy//AB(V,R(X,Y,Z)) = AB(V,Z) - AB(X,Y)
por contraccion en (3-6).
(3-12)  Pyxy//AB(V,R(X,Y,Z)) = AB(X,Y) -S(Z,V)
comparando (3-11) y (3-12).
Pvxy/[AB(X,Y) - S(Z,V) = AB(X,Y) - AB(Z,V)
y de (3-10)
Pyxy [/l AB(V.R(X,Y,Z))=AB(Z,RX,Y,V)) + AB(V,Z)-

. AB(X,Y)
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es decir
(3-13)  Pyxvy/l AB(V,R(X,Y,2)) = AB(V,Z)-AB(X,Y)
de nuevo por contraccion en (3-6).

Pyxy// AB(V,R(X,Y,Z)) = AB(X,Y)-S(Z,V)

= AB(X,Y)-AB(Z,V)
es decir
(3-14)  Pyxy/[AB(V,R(X,Y,Z)) =—AB(X,Y) - AB(V,Z)
La suma de las ecuaciones (3-13) y (3-14).
Pyxy//AB(V,R(X,Y,Z)) =0

Estos resultados pueden resumirse en la proposicion siguiente.

Proposicion 2. La parte antisimétrica del tensor de recurrencia de las variedades
con conexion afin simétrica y recurrentes de segundo orden verifica las relacio-
nes siguientes.
i) Pvxyl/lAB(X,Y) - AB(V,Z) =0
ii) Pvxy//AB(X,Y) - AS(Z,V) =0
iif) Pyxy//ABR(X,Y,Z),V) =0
en los tres casos ¥ X, Y,Z,Ve XK.
Las propiedades de la parte antisiméirica pueden resumirse con las proposi-
ciones siguientes, que son ficiles a demostrar a partir de la proposicion 2.
Proposicion 3. Si AL ¢ X tal que las condiciones S(Z, L) =0,%Z e K y

AB(Z, L) =w(Z) # 0 en todo abierto de la variedad, entonces:

i) S(X,Y) =x* p(X) - w(Y)
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Ricci es descomponible
i) w(L)=0
Supongamos la existencia de un L (Vy) que verifique:
(3-15) a) S(X,L) = p(X) + 0, ¥ Xel

b) AB(X,L) = 0, ¥XeX

Proposicion 4. Si A L e X satisfaciendo (3-15) entonces A B(X, Y)=0,
X, YeX.

Proposicion 5. Si una variedad afin sin torsion es recurrente de primer orden y
satisface (3-15) entonces AV a = 0 (en donde a es la 1-forma de recurrencia).

Si las condiciones siguientes son satisfechas:

i) SK,L) =p(X) 0 ¥ Xelk
(3-16)
i)  AB(X,L) = w(X) W XeX

(B-17)  ABEZ,X) p(W) + S(X, W) p(Z) — S(Z, W) p(X) =0

Proposicion 6. SiAL e X tal que satisface lus condiciones (3-16) i) y ii) enton-
ces la parte antisimétrica A B del tensor de recurrencia es nula o descomponible,
respectivamente (3-18) a) o (3-18) b) se verifican.

a) S(Z,V)=0, ¥ ZeX
(3-18)
b) S(@Z,V)=p(V)#0, ¥ZeX

Consideremos ahora este ultimo caso. I L e J

a) S(Z,L) =p(Z) # 0, YZek
(3-19)
b) ABZ,L) =w(Z) #0, ¥Zek
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Proposicion 7. Si 3 L e X que satisface (3-19) i) y ii) y ademds S(X, V) =0,
¥ X eJ(o S(X, V) #0,%¥ X eX) entonces AB = 0(0 AB=x-0 A p;en don-
de o, p son [-formas).
Supongamos que Vy, es una variedad afin recurrente de segundo orden,

(320) (V*R)(X,Y,Z:V:W) = R(X,Y,Z) - B(V,W)

a partir de la definicion del tensor de Ricci (1-7) y de la curvatura escalar, se
obtiene,

(V2S) (X, Y:V:W) = S(X,Y) - B(V,W)
(V2R) (:V:W) = R -B(V, W)
Supongamos que 3 L ¢ X | L es un r-campo vectorial, es decir
VxL =L - aX), ¥ Xelo
en donde o es una 1-forma no-nula.
La derivada segunda
(V2L) (V:W) = L - (a(W) - a(V) +Va(V: W))
par antisimetrizacion
A(VIL)(V:W) = L-A(Va) (V: W)
Ahora bien el commutador de las derivadas covariantes segundas
(321)  A(VEL)(:V:W)=R(W,V,L) Vrw,v)L

con Vp(w, v) L =0 para las variedades con conexion simétrica.

Proposicion 8. Si sobre una variedad afin con conexion simétrica AL ¢ X que es
una r-campo vectorial, y o la 1-forma de recurrencia entonces:

R(W,V,L) = L-A(Va) (V:W), ¥V,WeX
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Supongamos que S sea descomponible en el producio tensorial de dos 1-for-
mas

(322) S =p®y endonde pu,yJX*
Con las condiciones mencionadas precedentemente se resumen:

) (VER)(:V:W) = R-B(V-W)
(333) i) (VL) (V) =L-aV)
i) S=p®Y

Pary este caso podemos formular el teorema siguiente:

Teorema 4. SiVq es una variedad afin que satisfuce las condiciones

i Al'=0

i) VIZR=R®B

i) JLeX |VxL =aX)-L
v S=u®7y

v) pl)#0 (o v(L) #0)

entonces AB(V,W) =0 ¥V,We XK.
Demostracion. Fue dada en [21], y Ia omitimos aqui.

Corolario 4. Si L € X}, es paralelo Vx L = O (equivalente a « = 0) entonces
AB(V,W) = 0 ¥V, We X.

Corolario 5. Si p(L) # 0y v(L) # 0 entonces a=4d0, 0 € F(Vy).
4. r™.CAMPOS TINSORIALES.
Existen analogrias entre los r™-campos vectoriales, estudiados en [16] y los

™ -campos tensoriales que estudiamoa a continuacion.

Definicion 1. Un t™-campo tensorial K e 3% satisface
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VKX, Y,...,Z) = p(Vy,...,Vm) - KX, Y, ..., 2)
¥X,Y,....,Z, VieX, ydonde pe I35
SeaK' e J ; un campo tensorial de tipo (r, s). En el caso de las variedades
métricas, del cual es cuestion presentemente, y teniendo cuenta del isomorfis-
mo definido en la secci6n 1, al campo tensorial K’, le podemos asociar un campo
tensorial K € Jps de tipo (r +s, 0).
Supongamos que K sea un r"-campo tensorial, es decir, segiin la definicién
1, debe satisfacer la relacion.
4-1 VMK =K®p endonde pe Im
Consideremos primero el caso m = 1, es decir:
4-2) VK =K®a endonde ael*.
Sabemos que verifica también la relacion:
4-3) VK =K®B
endonde be Jg , yviene dadopor b = Va+a®a.
Teniendo cuenta de la identidad de Ricci [ 14], que puede escribirse:
S
44) AVHEK) Xy, .., X VW) = _El K(X,,...,R(W,V,X),...,X,)
i=
y de la identidad de Bianchi [1],

Px.v,zIRX,Y,Z) = 0

en donde Pxyz// indica permutacion circular sobre los indices X, Y, Z y suma,
se deduce

S
PW.V.Xi// _E‘ KX;,...,RW,V,X),...Xs) =0
i=
y de esta Gltima relacion y de (4-4), se obticne:
Pw. v, xi// AVHE) Xy, > Xy -, Xt VW) = 0

y que con (4-3) nos permite formular el teorema siguiente.
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Teorema 5. Si K es un r-campo tensorial sobre una variedad diferenciable métri-

ca, con covector de recurrencia a, y tensor de 2-recurrencia b = Va+a ® aen-
tonces verifica la relacion:

45 Pw.v,x;// K1, .o, Xis- .. Xg) - AB(V, W) = 0

El Lema 2 de Walker [12], a partir del cual se obtiene la anulacién de la
parte antisimétrica del tensor de recurrencia para las variedades recurrentes,
(Teorema de Roter [13]), es un caso particular de este ultimo teorema.

En particular si K € JU* es un campo vectorial, la ecuacion (4-5) se trans-
forma

(46)  Pw,v.x/[K(X)-A4b(V,W) = 0

y se obticne el corolario.

Corolario 6. Si K(X) # 0 sobre § C Mn y satisface la relacion (4-6) entonces
AB(V,W)=0 ¥V, WecX(Q).

Sea K ¢ A2* (Mn) v A2* (Mn), es decir K tiene las simétricas:

) KXY,Z,T) =-K(Y,X,Z,T)
i) KX, Y,Z,T) =—K(X,Y,T,Z)
i) K(X,Y,Z,T) =K(T,Z,X,Y)

y ademds verifica la relacién:
4-7) KX, Y,Z,R(T,V,W)) + K(R(Z,X,Y),T,V,W) =0

La relacion (4-4) puede desarrollarse

AW (K)(X,Y,Z, T:V:W) =KRW, V,X),Y,Z,T)
+ K(X, R(W,V,Y),Z,T)
+K(X,Y,R(W,V,Z),T)
+K(X,Y,Z,R(W,V,T))

De la relacion (4-7) se obtienc ficilmente
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AVHK) (X, Y,Z,T:V:W)
(4-8) + AV (K) (V,W,X,Y:Z:T)
+ AV K)(EZ,T,V,W:X:Y) = 0

¥X,Y,Z, T,V,We J(Mn).
Teniendo cuenta del isomorfismo
AXR®X) X AG*

en particular al campo tensorial 4(v?) (K) le corresponde.

AVHK)X,Y,Z, T:V:W)— Q(A, B,C)
endonde A, B,Ce A3*.

La ecuacion (4-8) puede escribirse en la forma siguiente
“4-9) Py p.c//QA,BC)Y=0 Y A,B,CeAR?.

Resumiendo en la proposicion:

Proposicion 9. Si K € A2* (Mn) v A2* (Mn) y verifica la relacién (4-7), enton-
ces ¢l tensor A(V?) (K) o su isomorfo Q € & A*2 (Mn) verifica la relacion
(4-9).

Corolario 7. Si K es un r?-campo tensorial no nulo, V*K =K & b, K #0,
entonces Ab = 0.

Corolario 8. Si K es un 1-campo tensorial no nulo, VK =K ® A, K+#0 , en-
tonces A =d 0 en donde 6 ¢ F(Mn).

Demostracion. Sigue inmediatamente del hecho que B=VA + A @ Ay que
del corolario 7, se deduce AB =0, es decir4 VA =0.

Proposicion 10. Si K e J} es un r-campo tensorial, VK =K ® a tal que la 1-for-
ma de recurrencia sea exacta, a=d6 , 0 e F(Mn), entonces existe un campo ten-
sorial Q colineal con K, Q = ¢ -K tal que Q es paralelo, VQ = 0,y ¢ viene da-
dapor@=—fn¢.
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Demostracion. De 1a definicién de Q

vQ

¢ - VK +Vo®K

K®(p -a+ Vo)

si debe ser paralelo entonces a=—d2n ¢.

Proposicion 11. Si Q es un rcampo tensorial especial, paralelo; entonces todo
campo colineal X = \Q, A ¢ F(Mn), es un rcampo tensorial, con 1-forma de
recurrencia exacta e igualaa=d n \.

Demostracion.
- De la definicion de K
K=xQ
se deduce por diferenciacion covariante

VK=VA®Q

=— ®A
X Q

=denA®K

esdecir K = K® a,endondea = d ¢nA.

Corolario 9. Si Q es un r-campo vectorial, especial, paralelo; entonces todo cam-
po vectorial K = X\ - Q, en donde A € F(Mn) es un r-campo vectorial con [-forma
de recurrencia exacta a = d €n \. y ademds es un a-campo vectorial cuando
VA=A2.Q.

Demostracion. 1.a segunda parte del corolario puede obtenerse immediatamente
del hecho que para ser un a-campo vectorial debe satisfacer

VK =K®K

endonde K e J*. Esdecir K = d2n A\ o todavia AQ = d 2nA.
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Teorema 6. Si
i/ Ke 3}
i) VP1K=K®p, pe Im

ii) Cy...Chny(p®c)+# Ocn C Mn

oe I
v VPK=K®u

entonces K esun r-campo tensorial es decir VK = K ® a.

Demostracion.
De la hipoétesis
VMK =K®p
VMK =K®u
La derivada covariante de la primera ecuacién es:
V(VM1K)=VK®t + K® Vt

que debe ser igual a la segunda ecuacion. Después de la contraccion con o obtene-
nemos;

K®C,-- - Cn.yu®0)=VK.Ci---Cni(p®0) + K®Cy...Cp,(Vp®0)
y poniendo
a=(C Cny(@®a))*.C "'Cm-x([.l®0— Vp® o)

se obtienc el teorema 6.

Corolario 10. Si K es un 1™ -campo tensorial con Cy ...Cp.; (0 ®0) #0 en

Q CMn y verifica V™ K = 0, entonces es un v-campo tensorial y la 1-forma de
recurrencia viene dada por:
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a=(C;...Cn1 (0®0))" -Cy...Cy (V0 ®0)

Corolario 11. Si K verifica las condiciones del teorema 6 y ademds el tensor
de recurrencia satisface Vp = — a ® p, es decir es un r<ampo tensorial en-
tonces V K =0, es paralelo. (Caso particular de r-campo tensorial).

Demostracion. Puede obtenerse facilmente en las etapas siguientes.
VMl K —K®p
Vp=—a®p
VMK =VK®p + K@ Vp
=(VK - a®K)®p

y el teorema 6 se aplica inmediatamente.

Corolario 12. Si K satisface las condiciones i), i), iii) y iv) del teorema 6 y
ademds:

iV) Ci...Cm-1 (Vp@p)=C,...Cm-1(p®0)

entonces VK = 0, es paralelo.

Proposicion 12. Si K es un campo tensorial que verifica

i) VK=K®a

i) V2K =0
entonces Va = — a ® a (auto-recurrente).
Demostracion.
Calculemos

V(VK) = K® (Va+a®a)
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la condicién de ser 2-paralelo implica
Vata®@a=0

lo que prueba la proposicion.

5. I- Y P-VARIEDADES RIEMANNIANAS Y COMPACTAS.

Toda variedad métrica es un espacio topolégico de Haussdorff, normal y pa-
racompacto. Toda variedad compacta es paracompacta [17], pero no todas las
variedades métricas son compactas. Lichnerowicz {18] estudia la propiedad de
recurrencia en las variedades riemannjanas compactas de métrica definida positi-
va (propiamente riemannianas).

Basindose sobre la teoria de los operadores elipticos, estudia, siguiendo el
método de Cartan [2] para las variedades simétricas, casos especiales de las r-va-
riedades, las r-variedades riemannianas compactas.

Los resultados preliminares que nos interesan para nuestra discusién, pue-
den resumirse en las proposiciones siguientes, las demostraciones se encuentran
en [18] y son asi omitidas.

Proposicion. En toda variedad compacta la anulacion de una derivada covariante
de cualquier orden, implica la anulacion de la derivada primera. Es decir si
Ke I} entonces

Vlik=0—— Vk=0

Proposicion. La condicion necesaria y suficiente para que una variedad rieman-
niana compacta sea simétrica es que se satisfagan las relaciones siguientes:

il HXY,Z,T,V,W) =0
i) VS(X,Y:V) =0

¥X,Y,Z,T,V,WeX, siendo H el campo tensorial de Cartan.

Proposicion. Toda r-variedad riemanniana compacta con S(X,Y)=0,%X, Y e X
es localmente euclidiena, es decir R(X,Y,Z,T)=0 ¥ X,Y,Z,TeX.
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Proposicién. Toda v -variedad riemanniana compacta con R = 0 es una r-variedad.

Teniendo en cuenta los resultados precedentes podemos obtener ficilmente.
Proposicion 13. Toda r*-variedad riemanniana compacta con S(X, Y) = 0,
WX,Y € X es necesariamente una r-variedad especial (simétrica).

Demostracion. Para toda r? -variedad sc tiene
AV*R(X,Y,Z,T:V:W) = HX,Y,Z,T,V,W) = 0
¥X,Y,2,T,V.We X
Yy puesto que
SX,Y) = 0——— VS(X,Y: V) =0 ¥X Y, VeX
de los resultados precedentes se deduce la proposicion.

Esta proposicion 13, habia sido obtenida por Lichnerowicz con un méto-
do diferente. Posteriormente fue obtenida por Wong [19], cuando el grupo de
holonomia es irreducible, y con una demostracion diferente.

Para toda r-variedad se deduce de la identidad de Bianchi:

-1 Px,y,v//R(X,Y,Z)-a(V) =0

Particularizando Z = 7~ a se obtiene:

(5-2) R(#"a,V,X,Y) + a(Y)-S(V,X) ~a(X)-S(V,Y) = 0
si S(X,Y) = 0, ¥X,Yed seobtiene:

(5-3) R('a,V,X,Y) =0, ¥V,X,Ye X

escrito de otra forma:

(54) RX,Y)7'a=0

siendo R(X, Y) el campo curvatura de la variedad, definido en (1-4).
Podemos entonces darle la interpretacion siguiente.
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En cada punto p € Vp, R(Xp, Yp) € End (Tp(Vy)), es una transformacién
lineal. De (2-4) se deduce entonres:

(v a)p € Ker R(Xp, Yp)

El élgebra de Lie del grupo de holonomia estd engendrado por el conjunto
de todos los endomorfismos dados por

Es decir 7,a es invariante por el grupo de holonomia y por consiguiente

77'a = 0 cuando es irreducible. Si R se anulaen p € Vy,, como es arbitrario, se
anula sobre Vy,.

Proposicion 14. Toda r-variedad riemanniana compacta con S(X, Y) # 0, ¥ X,
YeXyvVSX,Y:V)=0, ¥X,Y,V e X es simétrica.

Demostracion. Para toda r-variedad se verifica:
HX,Y,Z, T,V,W) = 0, VX, Y,Z,T,V,We &

puesto que a = df#, 0 € F(Vy). De las proposiciones de Lichnerowicz sigue en-
tonces esta.

Proposicion 15. Toda t-variedad con métrica definida positiva verifica:

ILn I,n
R? = 2 2 g(rXa,7Xa) - 8(rXg, 7Xp) - 8 (1X,, 7X() -
a,b,c,d a,B 0.0
'g(Txo"Txd)'R(Xa!st Xp,Xa)-R(Xa,Xb,Xc,Xd)

=< RIR>

Demostracion. De la condicion de recurrencia
VR(X,Y,Z,T: V) = R(X,Y,Z,T) -a(V)

se deduce:



268 F. Soler

ILn ILn
aV) = 2 Z  8(1Xqe,7Xa) -8 (X, 7Xp) - 8 (vX,, 7X0) -
a, B, poo a,b,c,d

-8 (TXG’ TXd) * R(Xa.a Xﬁ, xp; xa: V) ° R(xa: sz xc: Xd)

I,n

Ln
/| Z T g(1Xe,7Xa) - g (7Xp, 7Xp) - 8 (7X,, 7X¢) -
a,p,p,0 a,b,cd

-8 (Txo’ TXd) ° R(Xa_, XB, Xp, xa) * R(xa: Xb, XC’ Xd)'

e igualmente por contraccion:
1
a(V) = 3 R(V)/R

de estas dos Gltimas relaciones se obtienen:

I,n l,n
2dnR=dn( 2 % g(1Xa,7Xa) - 8 (X, 7Xp) -
a,f.p.0 a,bcd

: g(xp)xc) ¢ g(xa: xx) N R(Xa: xﬂ’ xp:xtr) :

° R(xﬂ, Xb, xCa Xd))

de la cual se obtiene la proposicion. Este resultado fue obtenido por Lichnero-
wich [18] con la hipétesis de ser la variedad compacta y de métrica definida po-
sitiva y posteriormente por Roter [20] aunque de una forma diferente. Aqui
ninguna de estas dos suposiciones es retenida. Sin embargo R # 0.

Proposicion 16. Para toda r-variedad de métrica definida positiva compacta, si el
tensor de Ricci es nulo, la variedad es plana.

Demostracion. Se obtiene immediatamente de los resutlados de Lichnerowicz y
del hecho que:

VR=R®a=——= V?R=R®B
sikendoB= a+a a. Toda r?-variedad verifica siempre H = 0.

Puesto, que S =0 ————=> R =0. La variedad es plana y por consiguien-
te siempre simétrica.
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Proposicion 17. Toda r-variedad con métrica definida positivay R = Q es local-
mente plana.

Demostracion. Se obtiene immediatamente de la proposicion 15.

Roter [20] obtiene de nuevo algunos resultados de Lichnerowicz sin la con-
dicion de compacidad para la variedad. Remarcamos en particular, los siguientes.

Proposicion. Toda r-variedad con métrica definida positiva verifica:

RZ

I,n Ln
2 £ 5 g(rX,, %) -8 (rXp, TXb) - S(Xa, Xg) - (X, X)

a,p

2<818>

Lema 1. Toda r-variedad verifica la relacion

R(t' ,Y,2,T) = a(T) -S(Y,Z) —a(Z) . S(Y, T) ¥Y,Z,TeX

Demostracion: De
Pz, 1,vI/IRXY,Z,T:V) =0
se deduce para una r-variedad:
Pz r,vi//[a(V)-R(X,Y,Z,T) = 0

y por contraccién en V y X se obtiene el Lema 1.

Lema 2. Toda rvariedad satisface la relacion:

S (™ a,X)=% a(X) R

Demostracion: Sc obtiene inmediatamente del Lema 1, por contraccion en Y
y Z.

Lema 3. Toda r-variedad satisface la relacion:
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Ln In
(5-5) <VR|VR>= Z Z g(Txa,TXa)-g(TXB,TXb)-
a,p,p 8,b,¢

- 8(1X,,7Xo) - R(7™ 3,Xq, Xp, Xp) -
- R(a, 7Xa, 7Xp, 7X¢)
Demostracién: De la identidad de Bianchi (5-1) se obtiene:
R(X,Y,Z,T: V) =— a(T) . R(X, Y, V, Z)
—-a(Z)-R(X, Y, T, V)
Si hacemos la contraccion
<VR|VR> =-<a(T)-RX,Y,V,Z) |[VR>
-< a(Z)-RX,Y, T,V}IVR>
puesto que VR = R @ a, se obtiene:
<VR|VR>=2<R(E" a,X,Y,Z)|7R (a,7X, 7Y, 7Z) >

y esta 1ltima expresion es una forma diferente de escribir (5-5). Los que prueba
el Lema.

Teorema 7. Para toda r-variedad diferenciable se verifica la relacion:
[KRIR>-4<S|>+R*].g(r7 3,7 a) =0

donde convenimos:
I,n I,n
<RIR>= Z z dg(TXa,TXa)-g(TXa, 7Xp) -

a,B,p.0 2,b,c
-8 (1X,, 7X¢) - 8 (71X, 7X4) -

* R(Ra, xﬁa xp7 Xﬂ) ° R(Xa,xb,xC,Xd)

I,n
<S|S>= Z
a,p

I,n
Eb g8 (7Xq,7Xa) - g (7Xg, 7Xp) -
d,

-8 (Xa, Xa) - S(Xg. Xb)
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Demostracion. La demostracion del teorema 7, se hace con los tres lemas dados.
Puesto que
<VRIVR>= < RIR>.g(r 21" a)
con el lema 3, tenemos
<RIR>.g(tVa,77a)=2.<R ("3, X,Y,Z)|7R(a, 7X, 7Y, 7Z) >

y del Lema 1, las dos expresiones del segundo miembro pueden reemplazarse,
obteniendo:

(KRIR>—4<8[8>)g(r" a,7 a)=4 .S (™ 2, X) 7S (a, 7X) >

y con el Lema 2 aplicado al segundo miembro obtenemos finalmente el teore-

ma 7.
Del teorema 7, se deduce como corolario.

Corolario 13. Para toda r-variedad propiamente riemanniana (a(X) # 0), se verifi-
ca la relacion:

<RIR>—4 <SIS>+ R* =0

Sig(r"a, v a) = 0, por ser la rvariedad de métrica definido positiva, im-
plicaria a(X) =0, ¥ X ¢ X, es decir ia variedad seria simétrica.

Corolario 15. Para toda r-variedad propiamente riemanniana S(X,Y) = 0 ¥ X,
Y e X, la variedad es plana.

Este ltimo corolario 14 fue obtenido también por Lichnerowicz.

Corolario 14. Para toda r-variedad propiamente riemanniang si R = 0, la variedad
es plana.

Demostracion. De la proposicion de Roter se deduce que si

lo que implica< R|R > = 0.
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Lichnerowicz obtiene que toda r?-variedad compacta riemanniana con
R =0 es una r-variedad.

Teorema 8. Toda 1* -varieduad propiamente riemanniana con R = 0 es plana.

Teorema 9. Toda r-variedad propiamente riemanniana es plana si una de las con-
diciones siguientes es cierta:

i) R=0
i) S(X,Y)=0, ¥X,YeX
i) R('a,Y,Z,T)=0,¥Y,Z,TeX

v SXY) =k -w®)- w()

Demostracion: Las dos primeras condiciones son respectivamente la de las pro-
posiciones 16 y 17.

Las dos tiltimas condiciones son equivalentes, como se deduce del Lema 1.
R(73,Y,Z,T)=0 == SX, V)=« . w(X) - w(Y)

La condicién iii) implica, para las métricas definidas positivas, que una u otra de
las siguientes condiciones debe ser cierta.

a) a(X)=0, ¥Xek
b) R(Y,Z,T) =0, ¥Y,Z,Tek

Si suponemos a) cierta, esto implica b), que es lo que tratdibamos de demostrar.
Podemos resumir estos resultados con el teorema:

Teorema 10. Toda 1- 0 1* -variedad propiamente riemanniana (a 0, B #0) y no
plana (R + Q) tiene el tensor de Ricci no-nulo e indescomponible y la curvatura
escalar no nula.

Las derivadas covariantes del tensor de Ricci y de la curvatura escalar no se
anulan,
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