TROISIEME PARTIE

LES CANARDS ONT LA Vit BREVE
par

JEAN Louls CALLOT

Les canards ont commencé leur carriére par un défi: comment les capturer
numériquement. La premiére tentative, remplacer I'infiniment petit € par 1/100,
fut un déchec. La deuxitme, e = 1/20, permettait d’attraper quelques canards
mais posait autant de problémes qu’elle en résolvait. Les canards étaient bien la
ou on les espérait, pour a voisin de 1-¢/8, mais leur durée de vie était incroyable-
ment bréve: il était nécessaire d’effectucr les calculs avec 12 chiffres significatifs
pour arriver & les surprendre alors que 1/20 semblait une bien piétre approxima-
tion d’un infiniment petit.

On peut améliorer la localisation des canards. Un changement d’échelle
analogue au passage du plan de Liénard au plan des phases (grossissement autour
de 'hyperbole (H) au lieu de la cubique) fournit un terme supplémentaire: il
faut que a = 1-¢/8-3¢2/32 + n ¢* avec n infinitésimal. Mais ce processus peut
élre continué indéfiniment sans permettre de séparer les divers canards.

A ce stade, le probléme se dédouble: déterminer, d’une part, la valeur ag du
parametre pour laquelle le cycle est, par exemple, le plusgrand canard sans téte,
ct d’autre part mesurer I'évolution de la taille des canards en fonction de (a — ap).
C’est ce deuxiéme aspect qui va étre développé dans la suite.

Théoréme 1. Il ne peut y avoir de canard que si
M
la ag=exp ( —) avec M non infiniment petit ct positif.
€
(ay désigne la valeur du paramétre pour laquelle le cycle est Ie plus grand
canard sans téte).
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Cette condition nécessaire d’existence des canards montre que leur évolu-
tion échappe 4 un dévcloppement aysmptotique polynomial en €. Ou que, si le
paramétre est considéré comme une fonction de e, I'étude du comportement
limite lorsque ¢ tend vers zéro ne permet de trouver au plus qu’un seul canard si
on suppose a (€) analytique en zéro.

La technique permettant d’arriver a ce résultat est toujours celle des change-
ments d’échelle. Mais le grossissement n’est pas réalisé autour de la sous-variété
lente, mais autour du plus grand canard sans téte. Pour I'équation E(aq) ceci
revient 4 recentrer sur une trajectoire, mais dans ’équation F(a) avec a = a, le
procédé permet de comparer les trajectoires avec un canard de référence.

Comme I'a montré BENOIT, les trajectoires qui longent la partie stable de
la cubigue convergent cxponentiellement. Il est donc nécessaire d’utiliser un
grossissement plus violent qu’une simple affinité pour arriver a séparer les
ombres de ces trajectoires. Un changement de variable en x® avec « infiniment
petit est bien adapté ct permet méme de mesurer les canards.

Théoréme 2. Le cycle est un canard sans téte dont I’abscisse du bec est
équivalente A b si:

1 {b* b® b2 1
i S e R N A7)
€

Le cycle est un canard avec téte dont I’abscisse du col est équivalente a c si:
1{ct & ¢ 11
ag—a=exp{ —|—+———--¢ +—
e\ 4 3 2 12

Soit a, la valeur du paramétre pour laquclle le cycle est le plus grand canard
sans téte. L’ombre de ce cycle est dessinée sur la figure 1.

Preuves:

Soit v = f, (x) I’équation de la partic du cycle dans le plan des phases telle
que:

—1<Kx<+2ctv<O
¢’est-a-dire de la partic du cycle qui a pour ombre I'hyperbole (H):
v= 11 +x)

Soity =(v - fo)l®! avec a > O infiniment petit.
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Fig. 1.

Ce changement de variable introduit par Francine DIENER [Dfl], ou xlal
désigne la fonction impaire valant x® pour x > 0, permet d’agrandir considé-
rablement une partic du halo de la courbe v = fy (x).

La courbe v = 0 est transformée en une courbe contenue dans le halo de
y=1ctlacourbe H: v= 1/(1 +x) 1, translatée de I'hyperbole H devient la
courbey =—1.
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Je vais dans la suite me limiter a la région comprise entre ces deux courbes et
bien sir — 1 €<x <+ 2.

Y

v /////
v,

IMig. 2.

Dans le plan des phases, cn dehors du halo de x = 1, le champ est presque
vertical sur ces deux courbes. Les ombres des trajectoires issues de ces courbes
sont donc partiellement connues: elles sont verticales entre I"hyperbole (1) et
Pinfini. Les parties de ces trajcctoires correspondant 4 v infiniment grand appa-
raissent dans le plan de Liénard comme des trajectoires horizontales (la vitesse v
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est infiniment grande). On pourra ainsi suivre les ombres des trajectoires succes-
sivement dans les trois échclles.
On a dans les variables (x, y):

d dv df,
v _ alv - f,@L <__ ___°>
dx dx dx

ol

dv 1 a—x
—=—1-.-x*+
dx € v

puisque ¢’cst une solution de E(a) et

df, 1 2 - X
_l=__(1_..x2+ 0 )
dx € fo

puisque c’est une solution de E(ay) donc

d 1/a—x a, -X
dx € v f,

_i X—ap + a ag
€ y fOV y[]-/a.lv

d’oil e systéme:

x =v=ylllal 4
.« X — g a—ap
YEEI\ T T YTl

: . a da--ap ” .
Dans I'expression de y, le terme —y ija peut s’interpréter comme une
€y

perturbation de I'expression correspondant 4 a = a,. En posant k = (a -- ao)[ al
a

ce terme s’écrit—y (k/y)“/ @l i1 est infiniment petit pour |y} >k (1/« es infini-
€

ment grand) et la perturbation est négligeable.
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Par contre dans la bande iy| < k, ce terme est infiniment grand et le champ
est presque vertical.

Si on choisit @« = - Log 2/Log la—agl ou lk| = 1/2

la bande |yl < k est bien visible sans occuper tout le domaine |y| <1 et a est in-
finiment petit dés que a - ag[ est infiniment petit. Ce choix de « convient donc
pour toutes les situations intéressantes puisque nous savons que pour tous les
canards a - a, doit étre infiniment petit.

Le facteur afe présent dans I'expression de y améne i distinguer deux cas:

a
— infiniment grand ou ¢ Log |a - a,| infiniment petit
€

o M
— fini, cc qui correspond a |a - ap| = exp ( - —)
€

avec M non infiniment petit.

a
A. Si — est infiniment grand  (la — ap| n’est pas “‘trés” petit)
€

le champ dans le plan (x, y) a I'allure suivante:

i-1/2

sia--ag >0 k =+4+-—
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Fig. 3.
Le champ est presquc vertical en dehors du halo de la courbe

y = — k(fo/(x — ap))l %!

ol y s’annule (en gras sur la figure).

De plus, en dchors du halo de x = 1, le champ est encore presque vertical
jusqu’au bord du domaine utilisé, c’est-d-dirc jusqu’aux courbes correspondant
av=0etv=-1/(1 +x) -1(1).

AY
td

L
1

Yig. 4.
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Donc:

poura --a35 > 0:

poura —ag <0:

Jean Louis Callot

toute trajectoire issue d’un point de v = 0 d’abscisse nette-
ment supéricure 4 1 recoupe la courbe v = 0 en un point
d’abscisse équivalente a 1 (figure 4).

toute trajectoire issue d’un point de v = 0 d’abscisse nettement
supéricure 4 1 atteint la courbe y = — 1 qui correspond a (H)
en un point d’abscisse équivalente a 1 (figure 5).

\Y
1 l

T

%

Fig. 5.

En interprétant ceci dans le plan de Liénard (le yoga de passage d’une
échelle a I'autre est détaillé dans le paragraphe B) nous voyons que:

poura —ap >0:

poura — 3, <O0:

les trajectoires issues d’un point de la cubique d’abscisse com-
prisc entre 1 et 2 recoupent la cubique infiniment prés du
point singulier.

Le cycle limite est nécessairement infiniment petit.

Ies trajectoires issues d’un point de la cubique d’abscisse com-
prise entre 1 et 2 sautent vers la gauche dés que leur abscisse
devient inférieure 4 1.

Le cycle limite est nécessairement un grand cycle.

Il ne peut donc y avoir de canard dans ce cas, d’oi le théoréme 1.
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a
B. Si—estfini  (a - ag est “trés” petit)
€

il est plus simple dans ce cas de fixer a = ¢, donc de faire le changement de va-
riable
w = (v —fo)le]

D’oll le systéme:

).( =V = W”/c]'l"fo

. X a, h°® [1/e]
w=w + —) avec h=(a -- ap)l¢!
3 fo w

('hypothése sur a — ao nous assure que |h| <€ 1).

Sia=ay, le systéme se¢ réduit 4 $ X=v

C’est la situation qu’a considérée BENOIT pour décrire le feuilletage autour
des canards.

En remarquant que a, cst équivalent 4 1 et que v et f sont infiniment
voisins de -- 1/(1 + x) pour lwj <let— 1 <x <2 ona:
S x =~ —1/(1+x)
) w —wx—1x+1)

w

NN\ N/
F\\/

_/
AN\

Iig. 6.
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donc:

x* x3 x?

weCexp— +— —— — X
4 3 2

Une majoration du champ montre que cctte approximation est bonne

dans toutl le comaine qui nous intéresse, c’est-i-dire jusqu'aux courbes cor-
respondant a v=0 ct a (11).
A w

N

[ 4 L4 4444 h}
X
PN\ )
Avv(a)ao)
— |
-
YT 111 X

h <0
(a < ag)

Fig. 7.
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Comme précédemment, le terme (h/w)ll/‘] est infiniment petit pour
|wi > (h| et indiniment grand dans la bande |w| < h|.

Je vais maintenant piéger le cycle limite en suivant quelques trajectoires.
Les trajectoires qui s’enroulent (ou spiralent vers l'intéricur) ser trouvent i
I'extéreur du cycle alors que celles qui sc déroulent s¢ trouvent a l'intérieur
(le cycle est aysmptotiquement stable).

I1 est nécessaire de suivre les trajectoires dans 3 échelles: le plan de Liénard
pour avoir une vue globale (les demi-trajectoires des points finis restent i distance
finic dans ce plan), le plan (x, w) pour séparer les ombres des trajectoires qui
longent la cubique, et le plan des phases qui permet le passage entre les deux
précédents.

Je ne donne les détails du jeu & trois échelles que dans un cas pour h > 0,
il se reconstitue facilement dans les autres cas.

Soit vy une trajectoire issue d’un point d’abscisse équivalente & 2 dc la
courbe correspondant a v =0, donc du halo dew =1.

Sih > 0. A 'échelle (x, w) v a pour ombre la courbe en gras (figure 8): elle
ne peut pas pénétrer dans la bande |w| < h ol le champ est presque vertical dirigé
vers le haut.

Pour x <€ 1, elle longe la trajectoire du champ approché qui est tangente
aw=hect atteint w = 1 en un point d’abscisse X, .

X, est solution de:

x* x*  x? 11 o
—_—t— —— X +—=— "(Logh
4 3 2 12 eh)

Dans le plan des phases (figure 9) 'ombre de v atteint 'hyperbole (H) en un
point d’abscisse 2, la longe jusqu'a 'abscisse X, puis saute vers le haut, c’est-a-
dire que la vitesse devient infiniment grande.

Dans le plan de Liénard (figure 10) ombre de vy longe la cubique (qui
correspond i 'axe v = O du plan des phases) entre les abscisses 2 ct x; . Au point
d’abscisse x,, elle saute vers la droite (la dérivée de x est infiniment grande posi-
tive).

Le saut vers la droite sachéve sur la cubique en un point d’abscisse x,
(figurc 11) telle que:

X3/3—x; = x3/3 x; et x,>x,
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>

11ig. 9.
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Fig. 10.
On a nécessairement
Xa < 2

Dans le plan des phases (figure 12) 'ombic de 7y coupe verticalement I'axe
v=0 en un point d’abscisse x, puis longe I’hyperbole (H) vers la gauche.

A léchelle (x, w) (figure 13) 'ombre de y ne peut pas pénétrer dans la
bande |w| < h. Elle longe donc la droite w = h jusqu’a I'abscisse 1 & partir d’oll
elle longe la trajectoire tangente 4 w = h.

En conclusion la trajectoirc vy s’enroule ct se trouve donc a I'extérieur du
cycle.

On montre de la méme maniére que toute trajectoire issue de 'axe v=10
en un point d’abscisse comprisc entre 1 et x, sc déroule et sc trouve donc &
Pintérieur du cycle.

(La figure 14 symbolise par des pointillés les parties de la trajectoire qui
n’apparaissent que dans le plan de Liénard ou dans le plan des phases).

L’ombre du cycle est ainsi localiséc. La solution périodique oscille entre b
etqavec-- 1 <b <1 <qg<2. (b=x;,q=2Xx,).1lsagit d’un canard sans téte.

L’abscisse b du bec de ce canard est équivalente 4 la plus petite des deux
solutions de:

X4

L eoghy=—(cLong (a - a0)
—+— --— - x +— = —"(Logh)=—"(eLong (a --a
4 3 2 12 B gl —d

ou a -- 1 si cette solution est inféricure 4 — 1.
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L’abscisse q de sa queue est équivalente a la solution supérieure d b de:

_x_s. —X= 23.. —b
3 3

Si h < (. Toute trajectoire issue d’un point de I'axe v = 0 d’abscisse nctte-
ment inférieure 4 2 coupc unc premiére fois cet axe en un point d’abscisse in-
férieure a -- 1, puis le recoupe cn un point d’abscisse équivalente & 2. Elle se
trouve donc  I'intérieur du cycle (figure 15).

Toute trajectoire attcignant la cubique en venant de la droite, donc avec
une vitesse négative, se trouve 4 P'extérieur du cycle (figure 16).

I.>ombre du cycle est ainsi localisée, il s’agit d’un canard avec téte.

L’abscisse ¢ de son col (¢ = x, ) est équivalente ala plus petite des deux solu-
tions de:

* X

+ X’ 2 Leg( b Log (a - o)
—t— - — —x+—=-Lo 1) = - elog(a-—-a
4 3 2 12 & & °

oua( 1)sicette solution est inféricure a (— 1).
L’abscisse b de son bec est la solution inférieure 4 ¢ de:

L’abscisse de la queue est équivalente d + 2.
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QUATRIEME PARTIE
ANNEXE NUMERIQUE

l'ig. 1. Evolution dc la forme du cycle pour ¢ = 1/10, a variant de 0,980 a 1. Chaque
plaque correspond a une variation de a de 0,001, (Le méme dessin avec a variant
de 0 a 1 aurait 5 m de hant).
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un

\ @
a; = 0,993 490 656 600 ag = 0,993 491 292 100
a; = 0,993 490 932 141 a; = 0,993 490 932 650

4

a; = 0,993 490 932 226 a3, = 0,993 490 932 565

S ]
W,

a, = 0,993 490 932 311 ag = 0,993 490 932 480

L

Fig. 2. Cycles-canards pour ¢ = 1/20 et diverses valeurs de a.
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Les phénoménes d’entonnoir et de peigne s'observent pour des valeurs de ¢ méme
non infiniment petites: les {igures ci-dessus ont é1€ tracées a Vordinateur, avec
e=0.1.

Les deux figures supéricures (ol a =0.986332) illustrent les figures 19b et 19¢-de la
deuxiéme partic les deux inférieures (oh a =0.9861) les figures 21b et 2ic.

Des fleches ont été rajoutées aux endroils ol toutes les trajectoires tracées sont
quasi-confondues. On remarquera ici I'épaisscur du trait qui montre a quel point les
trajectoires calculées sont proches les unes des autres.
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