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par

Iiric Bryorr, JraN ILots CALLOT, FRANCING DIRNER ot Marc DiExur

AvANT PROYOS

Les pages qui suivent sont le fruit d'un travail d’équipe effectué
dans l'ouest algérien (*), oli les quatre auteurs ont la chance d’étre
réunis depuis plusicurs anndes. Chaque partie comporte les résultats
propres 4 son ou ses auteurs, mais il va sans dire que, de part nos
échanges permanents, nous avons tous contribué au travail de re-
cherche de chacun., Clest pour marquer cette étroite collaboration
que ces trois textes paraissent sous un titre commun.

Le travail du groupe oranais n’a été possible que grace au soutien
logistique de I'équipe non standard de Strasbourg et Mulhouse, ct
tout particulicrement de REEB, & qui nous devons 'idée d’cxaminer
les canards et, avant eclle, celle plus générale d’étudier les perturba-
tions singuliéres d’équations différentielles a laide de I’Analyse Non
Standard.

La premiére partie reprend, pour Vessenticl, les résultats de la
précédente version de la «Chasse au canardy (IRM A 1978), amé-
liorés (nous l'espérons) et approfondis. Tes deux partics suivantes
sont nouvelles.

(*) Jean ITouis Carror et Francine et Mare DIENER enseignent 4 I'Uni-
versité d’Oran ct Fric BLXo1T enscigne au centre universitaire de Tlemcen.
Notre groupe comporle, en outre, Rachid BrnpoucilL, Nicolas d¢ VALTIERE
et Inune VAN DEN BERG,
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Primirry: Parins
LES CANARDS
par

I'raxeny DIENER ot Mare DIigxXEr

I. TXTRODUCTION.

Nous étudions ci-dessous le comportement pour ¢ petit, des solu-
tions de Uédquation

(E,) A -2 -t x—a—=0 c>0

Cette étude lait apparaitre des objets mathématiques nouveaux — les
canards -- qui jouent un réle essentiel lors des changements de compor-
tement des solutions.

1. On chasse le canard.

Décrivons rapidement le cas oit € — 0,01. Tne étude classique de
cette équation, ne prenant pas en compte la relative petitesse de e,
montrerait que, tant que «| < 1, Uéquation (I£,) aximet une (unique)
solution périodique (& changement d’origine des temps prés) et que,
des que laj > 1, (E,) w’admet plus de solution périodique, mais un
état stationnaire stable (¥ = a) vers lequel tendent toutes les solu-
tions. Une Mude plus attentive, au voisinage de a = 1 réveélerait
la présence d'une hifurcation de Hopl pour @ - 1, qui se caractérise

entre autre par une déeroissance en V1 — e de Pamplitude de 1a
solution périodique, alors que la période reste & peu prés constante,

Si, 4 présent, on clfectue e dude numérique (et cela peul sc
faire & Yaide de la plus modeste caleulatrice programmable, méme
de poche), toujours pour ¢ = 0,01, qu’observe-t-on? Pour a = 0,
ct quelle que soit la condition initiale choisie (non nulle) la solution
s¢ !'alzu:(-rm trés 1‘2l1:)i(10.1‘1‘).01‘1t dans un étal oscillant entre les wvaleurs
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2 ¢t -- 2 approximativenient, chaque oscillation alternant des phases
d’évolution lente de x et des bonds. Si Uon change de valeur de a,
en posant par exemple a == 0,5, on retrouve ce méme comportement
des sohutions, de méme en posant a = 0,9 ou a -: 0,99. Brusquement,
pour a - 0,999 par exemple, la situation change et les solutions
noscillent plus qu’entre x = 0,6 ¢t ¥ —= 1,3 environ.

On cherche alors une valeur inlermdédiaire de a permettant d’ob-
tenir des oscillations d’amplitude moyenne des précédentes: on chasse
le canard. Mais rien n’y fail: pour a = 0,9987404512, Vamplitude
sera d’environ 3,9 cf. pour @ == 0,9987404513 cctte amplitude tombe
a4 0,7. A croire qu'il y a 14 une discontinuité. Quant a la période,
clle passe, clle, de 2,9 4 1,5 approximativement. Clest ce brusque
changement du comportement des solutions gue nous nous propo-
sons d’é¢tudier. Un mot encore sur U'étude nunérique du cas ¢ == 0,01:
lorsqu’on angmente la valeur de 4 awn-dela de la valeur critique
0,9987404513, les oscillations diminuent graducllement en amplitude,
sans modification notable de la période, pour finalement disparaitre
pour a = [: on reconnait 13, la bifurcation du Ilopl escomptde.

-
a - 0,998 740 451 2 a - 0,998 749 451 3

Yigure 1. — Cycle de U, lorsque ¢ w'est pas infiniment petit, mais que ¢ = 0,01
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2. e pelit, infinimenl.

Nous avons dit que nous intéressons au cas ol ¢ cst patit. Ceei
a w sens relativement clair dans la pratique. Mathématiquement
dgalement: il sulfit I’éludier, «'il existe, le comportement limite des
solutions lorsque ¢ tend vers 0. Grace 4 A. Ronivsox [Rol, il est
possible d’étudier ce comportement, limite sans pour aulant avoir
a considérer mne variable supplémentaire e @il sulfit. pour cela de
donner 4 ¢ une valeur infinitésimale non nulle fixée. Cette mdéthode
apparait méme comne élédmentaire lorsqu’on a pu étre introduit aux
méthodes non classiques par G. Rerp. A délaut, on pourra se re-
porter & [Rel, [I,- G5, INT ou {I,Si. I [ait, nons avons cherché
a ce que notre étude puisse étre abordée sans connaissance préalable de
Panalyse non-standard: une bonne part de nos résultats déeoulent.

(i.c. plus petit que tout réel classique positif). Qui veut bien I'admettre,
constatera que cette existence est a la fois trés naturelle ot riche
de conséquences. On peut cependant se demander quelle est Tutilité
de montrer des résultats relatifs 4 ¢ infiniment petit; en cifet, dans
la pratique ¢ peut étre petit (par exeinple dégal 4 0,1 ou 0,000001),
mais jamais infiniment! Rappelons done N* qu'on sait associer &
tout ¢noncé non-standard (théoréme ou définition) un énoncé stan-
dard équivalent: ainsi, si unce proposition standard (telle que 'uni-
cit¢ ou Pexistence d’un cyele) est dtablic «pour ¢ infiniment petits,
ceci revient a dire que cette ménie proposition est vraic «pour ¢ sul-
fisamunent petity, au sens habituel. $i nous avons choisi de ne pas
donner cet énoneéd classique dquivalent, ¢est que ta lTourdeur de co
dernier gacherait une bonne part de la saveuwr du résultatl. Ainsi
Thypothése @i ‘ar <€ 1, . du théoréme | deviendrait «our tout
germe afe) de fonction en 0 tel que 'a(e)! <2 1 et tel que pour ancunc
suite (¢,) tendant vers zéro, on ait lim ja(c,j| 1, ... Que dire alors
de 1o définition classique d'un canard (. TV). Un mot sur la termino-
logic: on dita que x est éguivalent o y (noté x ~ v) si & - - v esl. infini-
ment petit et que x st nellement infévienr & v (noté x < vj si & est
inférieur 4 v et non équivalent a y. Si un adjectif (par exemple hori-
zomaal) sert 4 qualifier les objects annulant une foncetion (ici, la pente),
ce méme adjectil, préeédé de 'adverbe «quasiy qualifiera les objects

\

donnant une valeur infiniment petite 4 cette fouction,
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On obtient ainsi les locutions quasi-vertical, quasi-rectiligue, ete....
Tnfin, le kalo I, noté A(E) désignera Uensemble (externe T-G) des
points qui sont infiniment proches de I

3. ILe champ U, associé a (I,) dans le plan de Liénard.

Iétude d’'une équation difiérenticlle du second ordre s'effectue
géndralement en introduisant la variable auxiliaire # ¢t en associant
a U'dquation un champ de vecteurs dans le «plan des phasess. Pour
(F,), suivant Uexemple de Tienard 1,7 on introduit tout ’abord la

rariable
o= cx - Fx), ot F(x) 433 —x.

L'étude qualitative de (F7,) est done ramende a cclle du champ de
veetenrs

= (110 1 ~ F(x)

U,
'\ w—a —-x
dans le eplan de Tiénardy R%,. Du fait du coefficient infiniment grand
1/c, les solutions, comme nous le verroms, sont soumises a deux
régimes, sclon que U,(x, #) est fini ou infiniment grand: le champ U,
est un «champ lent-rapides.

Remarquons que la symétrie centrale (v, 1) > (— %, — 1) échange
les champs U, ¢t U .. A partir du ITT nous nous bornerons dornc au
as a > 0.

I T cas 'l % 1.

Turoruas 1. Sijal <€ 1, le champ U, admet un unigue cvcle limite
(grand-cycle ).

L’essenticl de ce chapitre sera consacré & la démonstration de ce
théoréme. Comme on suppose que ‘al <€ 1, cette démonstration ne
‘présente guére de nouvelle difficulté par rapport au cas 4 = 0, traité
dans ["1' T,

Tille nous permettra par contre de fixer certaines terminologics
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ct de présenter quelques techniques non-standard qui constituent une
nouvelle approche des «systémes différenticls comportant des petits

paramotres devant la plus haute dérivées [P7, ou des wystémes dé-
ferlantsy [Vi.

u A 3
273, [

‘2/3 :_ .\/

I'igure 2

I. Le plan de Licnard.

Une propriété remarquable du champ Y, est certainement que,
tant que 2 <= I{(x), done tant qu'un point n’apparticnt pas au halo
de la cubique C d’équation # = I(x), la premidre composante du
champ est infiniment grande, alors que la seconde est finie (du moins
pour les points finis que seuls nous considérerons, sauf mention con-
traire).

De ce fait, comme nous allons le montrer, la solution de 1, issuc
d'un point, Wappartenamt pas & 2(C) (i.c. le halo de C) commence
par se rendre quasi horizontalement, et 4 vitesse & infiniment grande
dans Z(C), ct plus précisément dans le halo des ¢branches croissantesy
C* et C - de C {constituées des points de ¢ dabscisse ¥ > -+ 1 et
% < - 1 respectivement), que, de ce fait, nous qualifierons d’alérac-
tives, alors que nous qualificrons de zépulsive la portion déeroissante
(o de C (fig. 3).

Une fois dans 2(C#), la solution lomgera C* dans lc sens indi-
qué sur la figure 2, c¢’est-a-dire qu'clle restera infiniment proche
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Figure 3

de C#. Nous verrous que ceel s'effectue a vitesse finic x ~ (¢ — %)/
(x2 - 1), ce qui explique e nom de courbe lente de U, par lequel
nous désignerons encore C. Arrivée dans le halo d'un «ommety S~
o S+ de C, la solution reprend sa «course quasi horizontales. Indi-
quons dés a présent que c’est ce dernier comportement qui ne scra
plus assuré dans le cas ‘a; ~ 1. Nous voyons done quaprés avoir
longé un segment horizontal, puis un segment de C, toute solution
issue d’un poiut fini My ¢ i (C) reste contenue dans le halo du «parallé-
logramme curvilignes P (fig. 3).

NS [T

Figure 4

Avant de passer 4 la démonstration de ce que nous venons d’énon-
cer, indiquons encore brigvement le comportement de la solution
issue d'un point My de A2(C9). XElle commence éventuellement par
longer €0 4 vitesse finie avant de esauters en longeant un segment.
horizontal (saul évidemment si 1y est le point singulier (a,77(a))
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de U,). Il n'est cependant pas facile d'indiquer, méme & un infiniment
petit pres, Vordonnée du segment: horizontal que longera la solution,
ni méme si clle sautera «@ gauchey ou «@ droitey (Ggure 4). Nous ne
nous attarderons plus ci-dessous, dans le cas lai <« |, sur le compor-
tement de ces solutions jusqu'a ce qu’clles aient quitté #(C0).

Ce que nous venons d'en dire s’obtient facilement en appliquant
les raisonnements que nous ferons aux demi-trajectoires négatives
aun lien des demi-trajectoires positives.

*+ halo

*s

e=galaxie

Tigure 5

Venons cn done 4 la démonstration: comme nous U'avons déja re-
marqué, la pente du champ U, est infiniment petite en dehors du
halo de C. En lait, ceci est méme vrai en dehors de Vegalaxie de C,
c-gal(C), c'est-d-dite en dehors a Pensemble (externe) des points
dont la distance & C est égale 4 re, avec 7 fini. En appliquant le théo-
réme des accroissements finis, et en menant un raisonnement de
type classique, on monire que tant quune solution de U, issuc
d'un point My — (xg, y) ¢ #(C) reste en dehors de Vegalaxie de €
(et reste finie), son ordonnée #(f) reste équivalente a Uordonnée ini-
tiale 7. Jin tenant compte a présent du sens du champ (fig. 2) ¢t en
remarquant que U, n'admet pas de point singulier en dchors de
c-gal(C), on montre que la demi-lrajectoive positive de My pénétre
dans I'c-galaxie de C. Comme par continuité la solution atteint le
halo avant Vc-galaxic (fig. 5), nous voyous que la demi-trajectoire
positive reste quasi-horizontale jusque dans le halo de C. En d’autres
termes, nous venons de montrer que la demitrajectoire d’un point
fini Myé¢h(C) commence par un segment de trajectoire dont 1’om-
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bre (1) est un segment de droite horizontale joignant la partie stan-
dard de Ay & un point attractif de € ou & un sommet S+ ou S-.

Avant d’aborder le comportement d’une solution dans 4(C) re-
marquons que par uu raisonnement de type classique fondé sur le
théoreme d'unicité, on montre que, lorsque la solution a atteint le
halo de C+ ou C-, clle ne le quittera plus tant qu’elle n’aura pas
atteint le halo d’'un «ommety S ou S— (fig. 2). Nous dirons qu’elle
longe  jusqu'a S+ ou S .

2. Le plan des phases.

Nous avons vu que toute solution de T, pénétre dans 1'e-galaxic
de C. Considérons done le grossissement de R2xn au voisinage de C
obtenu cn posant v — (1 [¢) (# — I'(x)). Le¢ champ U, devient:

‘.
| x =

Vﬂ
1 v==(l[e) (@ —x-- (82 1)) .

Remarquons que le plan R2yvw n'est rien d’autre que le plan des pha-
ses associé a (F,). Par définilion, les points de Ve-galaxic de € du
plan de Tiénard correspondent aux points finis du plan des phases.

Nous voyons qu'a cette nouvelle éehielle, le pente du champ est
infiniment grande catle fois, en dehors de V-egalaxie de la courbe
H, d’¢quation (x2 -- ) v -— x - a == 0. Jin raisonnant comme pré-
cédemment, on montre que la demi-trajectoire positive (pour V)
d'un point fini d'abscisse x telle que lx, > 1 (i.e. correspondant a
un point du plan de Licnard appartenant a ¢~gal(C* y C™)) est donc
quasi-verlicale jusque dawns le halo de H,, puis qu'elle longe H, dans le
sens tndiqué sur la figure 6. Tin ellct, le sens de déplacement de la

(1) Rappclons que, comme R est complet, tout point fini (i.c. dont les
cootdonnées sont finfes) M de R2 est infiniment proche d’un unique point
standard °3M (i.c. dont Ies coordonnées sont standard) appelé parviie standard
de M. I ombre d'un sous-cnseinble de R2 est I'unique ensemble standard dont
les éléments standard sont les parties standard des éléments du sous-cnsem-
ble (existence ct unicité assurées respectivement par les axiomes de Standar-
disation et de Transfert de IS8T, ¢f. [N et [L-(-]). En d’autres termes, ¢’est
Iensemble standard qui lui est infiniment proche.
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solution se déduit du fait que, cette solution restant contenue dans
A(H,), on a

¥ —=ve~(a - x)f(x2 — 1).

Av

y x

TFigure 6

Nous avons donc établi que les solutions de U, longent C~ y C— avec
une vitesse finte % = (a — x) [(x2 — 1) dans le sens indiqué sur la
Sfigure 2.

3. Questions de «raboutager.

Nous disposons done, a présent, de deux informations complé-
mentaires sous le comportement d’une solution de (E,) selon que
son point représentatif dans le plan de Licnard appartient ou n’appar-
tient pas a 'c-galaxic de C, ou, ce qui revient au méme, selon que %
est fini ou infiniment grand. Le [ait que la dichotomic ne soit pas
interne impose qu’on s’attarde un peu a la mise bout-d-bout de ces
deux informations. Le probléme peut se formuler ainsi: quelle est
T'ombre, dans le plan de Lienard, de la portion de trajectoire qui
aboutit, dans le plan des phascs cette fois, au point (xy, vo) & A (H,),
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ul

u(x,Vo){ —
L >

xo
v
w n

/ ;

1 -
Vo1 !

Figure 7

ixgl| > 1. Ce type de probléme, courant en analyse non-standard (et
en analyse classique oft il se rencontre lorsqu’il s’agit de rattacher
deux ddéveloppements d'une méme fonction) se résout ici 4 V'aide
du demme de Robinson... (2) {Rej et de son corollaire immédiat,
le «principe de permanences (3) [L-G].

(2) T.emune de Robinson: «3i un ensemble inferne contient tous les récls
finis plus grand quun réel fini fixé, il contient certains infiniment grandss
(sans quoi P'infersection de cet ensemble avee N serail en coniradiction avec
le théoréme de réeurrence).

(3) Trincipe de permanence: «3i unc fonction interne f:ir, w'—> R, ol
v est fini ct w est infiniment grand, est infiniment petite sur les réels finis, clle
est encore infiniment pelite sur certains réels infiniment grands, (Appliquer le
lemine de Robinson & {xelr, ], | ¥ f(#) | << 1}).
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Fxaminons, pour fixer les iddées, le cas olt %9 > 1 et vy > (2 — %)/
(x2 — 1) Ddsignons par x la fonction de v dont le graphe (figure 7)
est la demi-trajectoire négative aboutissant & (x,, vp). Son domaine
de définition est un cnsemble interne qui contient un moins tous
les intervalles v, v avec v; fini, done également un intervalle Tvg, wy]
avee wy, infiniment grand (lemme de Robinson). On déduit de étude
faite au paragraphe précédent, que pour tout @ > vy, » fini, on a
%(v) = %o. Par le principe de permanence, la fonction %(v) — %y étant
infiniment petite pour tout v find, il existe un infiniment grand w tel
qu'clle soit également infiniment petite pour tout » <w. Mais le
point (x(w), w) du plan des phases correspond 4 un point (%(@), «)
du plan de TLiénard qui n’appartient pas 4 U'c-galaxic de C et auquel
on peut appliquer 'étude du plan de Tiénard.

On peut done répondre a la question posée: avant d’atteindre,
dans le plan de Liénard, le point (xy, u(xy, v)), ombre de la trajec-
toire est horizontale et atteint C au point (Y, L(%%)) - - ce qui
n'est rien d'autre que ce quon imaginait. (4)

On montrerait de fagon tout a fait semblable que la trajectoire de
(%y, vo) atteint A(H,) en des points d'abscisse équivalente & xy, et que
la solution passant par (¥, o) relic en un temps infinitnent court un
point oit » est infiniment grand 4 un point oft v est équivalent &
(@ -- x) [(x2 -- 1).

Pour en terniiner avee notre «tude par trangonss, il nous reste a
présent un dernier probléme de «raboutages: le passage du régine
lent au régime rapide 4 proximité d'un sommet S=, encore appelé
saut (5). lixaminons par exemple le cas de S*. Il est clair qu'une
trajectoire de U, ayant longé C* doit recouper la droite 1) d’équation
x = 1 en un point du halo de S'. Nous allons montrer que le point
d’intersection avec D w’appartient pas a Ue-galaxie de S. En clict,
considérons la solution correspondante de 7, (plan des phascs).
Comme nous Vavons vu, lorsque x > 1, la solution longe 74, (néces-

(4) Ce type de probléme est en général élud¢ dans une approche heuris-
tique de la gquestion, ct il est bon qu’il en soit ainsi: ces questions ne semblent
pas devoir tromper 'intuition. On pourra cependant méditer au champ (%, %) --
== (¥2fe, — 1). Dans ce cas la courbe lente D ost la droite {# —: 0}. Les
trajectoires # — /¥ -!- ¢ sont quasi-horizontales hors de c-gal (D), mais ne
l¢ restent pas jusqu’en des points de e-gal (D). I'n clfet, sar unce trajectoire
quelconque (différente de D) tout point de e-gal (D) est d’ordonnée non équi-
valente a celle de tout point n’appartenant pas a o-gal (D).

{55 On trouvera une étude non standard détaillée du saut dans {7 U,
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sairement au-dessus de H,), done v ~ (¢ — %) [(¥2 -- 1). En vertu du
principe de permanence, cecl sera encore vrai pour des x(> 1) équi-
valents 4 1; v est alors infiniment grand négatif. Or v ne peut que
diminuer jusqu'a ce que la solution franchisse la droite D, d’ol notre
affirmation. Ceci permet d'assurer le saut. K¥n effet, en revenant au
plan de Lienard, on en déduit qu'au point d'intersection de la solu-
tion avee D, le champ U, est 4 nouveau infiniment grand et de pente
infiniment petite: la solution a donc déja repris sa course quasi-
horizontale. Elle rejoindra 2(C- ) dans le halo du point (— 2, — 2/3).

4. Existence d'un grand cycle.

Nous désignerons par grand-cycle une trajectoire fermée de Y,
dont 'ombre est le parallélogramme curviligue P (fig. 8). De 1'étude
qui précéde, il résulte que 1/, admet un grand-cycle. En effet, soit o
un segment fermé standard, centré sur P et transverse 4 U, par
exemple ¢ = {1} X [1/3, 17 (Fig. 9). Toute demi-trajectoire positive
de U, issue de o recoupe ¢ en un point d’ordonnée équivalentea + 2 /3,
ce qui induit une application continue % de ¢ dans lui-méme (Uappli-
cation de premier retour de Poincaré), et qui done admet un point
fixe. Par construction, ce point appartient & un grand-cycle de U,.
Notons que pour un grand-cycle, les valeurs extrémales de 1a solu-
tion périodique correspondante x(¢) de (F,) sont équivalentes a -L 2
et — 2, d’oft, suivant Adam Riese, une amplitude ¢quivalente a 4.

5. Uwnicité du grand-cycle.

Nous allons montrer que tout grand-cycle est asymptotiquement
stable. On sait par ailleurs que deux cycles asymptotiquement sta-
bles ne peuvent border une couronnc ne contenant ni cycle instable,
ni point singulier. Le champ U, ne peut done admettre plus d’'un
grand-cycle.

Soit I" un grand-cycle de U,. Pour voir que I" est asymptotique-
ment stable, il suffit de montrer que la dérivée =’ de l'application
de Poincaré introduite au paragraphe précédent, est strictement
inférieure 4 1 au point J = I"'Ng. Cest un résultat classique que
a'(J) = eF ot E est U'exposant caractéristique non nul de I'. Or
E < 0. En effet,

4 — Collectonea Mathematica
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Grand cycle (dans le plan de Ticnard)
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srand cycle vu dans le plan des phases
Figure 8
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2y ra o

ek = 5<P div (U,) 4t = q> (x2 ~ 1) dt — g> (2 — 1) dt -4-
J I r 1 (1= - 1}

- g> (x2 — 1) dt =:1, 4 I,, ot I] et I, sont respectivement
rn{i=> 1}

positif et négatif.

Nous avons vu que lorsque ix(6)| < 1, %(¢) est infiniment grand.
Done, sur I, les deux traversées de la hande {|x| < I} ¢’effectuent
en un temps infiniment court, d’olt I; ~ 0. Au coutraire, tant que
iz 3 1 ot que la solution longe C, # cst équivalent & (@ — %) [(#2 — 1)
et est done fini; on en déduit que sur I, Vineursion dans les demi-
plans {x < - I} et {¥ > -~ 1} s’cllectue en un temps non infiniment
petit, d’ott I, <€ 0. Finalement ¢ £ << 0, d’oit £ < 0.

Lligure 10

6. [in et suile.

Pour achever la démonstration du théordine 1, il convieut de
montrer qu'il ne peut axister, pour |¢) 3> 1, d’anires cycles que des
grands-cycles. Du premier paragraphe (fig. 2), il résultc qu'un tel
cycle serait, soit infiniment grand, soit infiniment petit et contenu
dans le halo du point singulicr. Il ne peut donc exister en vertu du
théoréme suivant:

TuroreEME 2. Si ‘a' o= 1 est fini, U, w'a pas de cycle infiniment
petit.
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St a est fini, U, n'a pas de cycle infiniment grand.
Si a est fini ef si lal > 1, U, #'a pas de cycle.

Preuve: comme pour le cas lal <1, on montre que lorsque a| > I, en
dchors de 2(C) les solutions longent des droites horizontales, et lors-
qu'elles longent C, on a4, pour ix| g 1, 2~ (@ — x) [(x2 ~1). Tes
ombres des trajectoires ont done le comportement indiqué sur la
figure 11. On en déduit que si U, admet un cycle pour |¢| 3 1, celui-
ci est, soit infiniment grand, soit infiniment petit et situ¢ dans le
halo du point singulier.

N . .'"

Pigure 11

Soit 4 présent a 4~ = 1 et supposons par 'absurde que U, admette
un cycle infiniment petit contenu dans le halo du point singulier
(@, F(a)). Il existe done ¢ infiniment petit tel que ce cycle (qui eutoure
nécessaircment le point singulier) soit de diamétre fini non infiniment
petit dans le grossissement (X, U) = (¥ — @, v — F(a)) /6. Or, a
cette échelle, le chamyp U, devient

. . :
e ) X = (W = (FOX +a) = F(@)) ]9
(U=—-X

Comme I est standard, que a et X sont finis, et que § est infiniment
petit, on a (F(a -}- 6X) — F(a)) [0 ~ IF'(°a) X, ¢t [I'(°a) = 0 puis-
que @ 4 + 1. Le champ U:* est donc & nouveau un champ lent-
rapide, olt la courbe lente est cette fois la droite U — I'(°a)X. Les
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ombres des trajectoires ont alors le comportement décrit sur la figure

12, d’oit il ressort qu'a cctte nouvelle échelle, il ne peut exister de
cycle de diamétre fini non infiniment petit.

cas |a! <€ 1 cas ia| > 1
Tigure 12

On raisonne de mani¢re analogue pour exclure l'éventualité
.d'un cycle infiment grand. Supposons en effet qu'un tel cycle existe.
Il existe alors d infiniment petit tel que ce cycle soit de diameétre
fini et non infiniment petit dans la 7éduction (6) (X, U) = (x, 63u).
Or 2 cette échelle T4, devient:

{ . ] .
e 5 == " (U]s2 — X362 + X)
} U-—=6a — 62X

qui admet les mémes trajectoires que le champ

(% -Lw xex
4 c

1_ U=26a- 64X

qui est & nouveau un champ lent-rapide (en fait «trés lentsy rapide),
ot la courbe lente est cette fois la cubique dégénérée d’équation

(6) Celte réduction a ¢té introduite par Trorsch [ T] et lui a permis de
dotmer une éiégante démonstration de existence d’une solution périodique
de T'équation (IZ) pour tout e > 0 (inlinimenti petit ou non) qui, d’ailleurs,
se généralise immédiatement pour (/7,), avec la| < 1.
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U —= X3, Les ombres des trajectoires sont done du type déerit par
Ta figure 13, d’oft il ressort qu'd cetie éehelle, il ne peut exister de
cycle de diamétre {ini non infiniment petit.

C.QF.D.

Il apparait done que le eycle de U, dont nous avons établi 'exis-
tence pour te| <€ 1 va disparaitre pour la| ~ 1. Le chapitre qui suit
va nous permettre de voir, par une étude locale, qu'il ¥ a bien dis-
parition d’un cycle pour a == - 1 (et, par symétrie, pour a = -- 1).
Au chapitre IV nous déerirons le mécanisme global de cette dispa-
rition.

Figure 13

Rappelons que dorénavant, nous ne considérerons plus que le
cas @ > 0. Comme nous Uavouns dit dans Vintroduction, le cas a2 << 0
s’obticnt par symétrie, el ne produit done pas de phénomeéne différent.

IIT. UxNI ETUDE IOCALE! LA BIFURCATION DX HOP: rOUR a — - 1.

Nous venons de voir que pour ¢ ~ 1, il v a disparition d'un cycle.
Qui connait 1a bifurcation de IIopf pense spontanément & clle lorsqu’il
est placé devant une telle situation. C'est & un tel lecteur que nous
destinons ce petit chapitre: 11 y a bien bifurcation de Hopf (pour
a == 1), et de ne pas le montrer pourrait laisser ce lecteur insatisfait.
Mais disons dés 4 présenl que le phénoméne que nous présentons
ici (les canards) est distinet de cette bifurcation, D’ailleurs 1’omission
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de ce paragraphe ne génerait pas la logique interne de notre ¢élude.

Une étude élémentaire de la partic lindaire du champ U, au
voisinage du point singulier (@, F(2)) montre que ce point est un
fover (ou un nocud) stable [resp. instable® si a > 1 Tresp. a < 1].
Lorsque @ —: 1, cette méme Hude ne permet pas de conclure, la
partie lindaire présentant alors un centre.

W Schéma du cas

oipoura =: 1le

Q 4 ol point singulier
est stable

a<l a=] a>1

Schéma du cas

" . (D olipoura = 1le
point singulier
est instable

Figure 14. — Schéma de la bifurcation de 1lopf dans les cas ofl pour la valeur
de bifurcation le point singulier est asvmptotiquement stable ou instable.

Le fait que pour @ = 1 il y ait inversion de la stabilité du point
singulier montre que pour cette valeur du paramétre nous avons
affaire & une bifurcation de Hopf, c’est-d-dire (dans les cas simples)
apparition d’'un cycle comme indiqué shématiquement sur la figure
14 [ML McC]. Ceci explique que nous nous attachions a la démonstra-
tion du

TavMa. pour a <. 1, le point singulicr de U, est asymptoliquement
stable.

Preuve: la stabilité asymptotique étant une propriété topolo-
gique, il suffit de montrer que le point singulier de 7} est asvmtoti-

quement stable. Soit @ (x,v) = (x — 1)2 =~ c(v — _; log (1 + 29))

(= (x—-1)2 ! e2(1 —4/3v-!-..)) la fonction obtenue par inté-
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gration de la partic quadratique, au voisinage du point singulier
lier (1,0), de 7. On vérific que V. Grad & — — 292(x — 1)2,

On déduit de ce lemnie que la bifurcation de Hopf pour a == 1 se
déroule sclon le premier scénario de la figure 14.

y‘m VP
—
Ve
1 M(/ﬁ*
[

f
i b
|

Figure 15. — Eu gras, les courbes Ha; 4 noter que, lorsque a~ 1, toutes
ces courbes sont infiniment proches; en particulier Visthme indiqué par une
fleche grasse est infiniment étroit.
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IV, Tais CANARDS (a4 =~ 1).
1. Définition el exemples.

Un point important de Uétude du cas |a! < 1 était qu'une solu-
tion ayant longé (%, atteint unc vitesse v infiniment grande dés
que ‘xj ~ 1, cc qui entrainait un saut en S=. Pour voir ce qu'il ad-
vient lorsque @ =~ 1, examinons le champ 7/, dans ce cas. Comme
précédemment, il est quasi vertical en dehors du halo de la courbe

H, d’équation a —x — (2 — 1) v == 0 (fig. 15). On constatec que
pour 2 ~ 1, Vombre de H, (== H,) est la réunion de la droite verticale
D ct de Vhyperbole I = {o(x |- 1) ! 1 ==0)}). On en déduit que

lorsque 2 = 1 une solution ayant longé H pour des x> I, peut
éventuellement continuer 4 longer H pour des x ~ 1 ou des % <€ 1,
v restant alors fini. A\ U'échelle initiale (plan de Liénard), cela se tra-
duit par le fait qu'une solution ayant longé C pour x > 1 ne saute
pas nécessairement en S+, mais peut, pour certaines valeurs de a
équivalentes & 1, contimier a longer une portion de la partie répulsive
Co de C(fig. 16).

Y

Tigure 16 PFigure 17

Ui segment convenable d’une trajectoire adoptant le comporte-
ment que nous venons de déerire aura par exemple pour ombre la
courbe tracée en gras sur la figure 170 gque le lectenr veuille bien
trouver 14 la raison qui nous a poussé & appeler «anardy une telle
trajectoire (terminologic qui a, en outre, les vertus d’étre 4 la fois
bréve ot (mathématiquement) non conotée. Plus préeisément:
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Durinrriox.  Nous appellevons canard une trajectoive de U, dont un
segment an moins a pour ombre une portion de courbe lente comportant
a la fois des points atiraclifs et des points vépulsifs (fig. 16).

Sans chercher & donner ici une définition générale d'un canard
(ce qui reviendrait & donner une définition générale d'un champ
lent-rapide [P1, d'une courbe lente et d'un point attractif ou répulsif
iZ]), nous pouvons néanmoins remarquer que nous disposons déji
d'un second exemple de canards simplement en examinant un ca-
nard de T, a Uéchelle (¥, v): celui-ci devient alors un «canardy du
champ V, (pour lequel la courbe lente est constitude, pour @ =~ 1,
Uhyperbole H) (fig. 18). Notons que I'image d’un canard du plan de
Liénard, longeant C entre des points d’abscisse %, et %, est un canard
du plan des phases longeant H, dgalement entre des points d’abscisse
%9 ¢t xy. Iin cffet, dés qu'une solution de ¥, quitte le halo de 71,
(néeessairement pour 1x' <€ 1), clle atteint une vitesse infiniment gran-
de en un temps infiniment court, x ne se déplagant qu'infiniment peu.
Le point représentatif dans le plan de Tiénard a alors repris sa course
quasi horizontale,

Figure 18. — Umn canard de 7V,. Yn gras, les points atltractils et en pointillés,
les points répulsifs de la courbe lente 11,

Cette «conservationy des canards par c-grossissement autour des
courbes lentes est une de leurs propriétés remarquables.

Les canards des figures 16 ct 17 sautent vers la gauche lors-
qu'ils cessent de longer la partie répulsive C° de C. Evidemment
il peut aussi se présenter le cas ot un canard cesse de longer Co
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pour sauter vers la droite (figure 19). Torsqu'un canard est en
outre un cycle, on parlera de canard avec téte dans le premicr cas,
el de canard sans (éle dans le seccond cas. Comptle tenu de ces remar-
ques, et moyennant cette terminologie, nous avons done la

— -

Tigure 19

ProrosirioN 1. Lorsque a =1, un cycle de U, est, soit un grand-
cycle, sott un canard avec 0w sans téle, soit un cycle infiniment petit.

VAV

canard avec téte anard sans téte

Figure 20

2. ILxistence des canards.

T.e probléme essenticl, & présent, est de montrer existence de
sanards. Bien que celle-ci soit évidente, le cyele ne pouvant dispa-
raitre sans qu'il existe des ceycles de (chaque) taille inféricure (cf.
théoréme 3), ¢'est cette (‘.‘luestion d’existence qui avait motivé 'étude
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sur ordinateur mentionnée dans 'introduction, et qui avait échoué(7)...
Nous montrerons, cn fait, 'existence de cycles-canards, et de ce
fait, il nous faut introduire un peu de vocabulaire:

/
qucue

g
queuc

col

Tigure 21. — Alorphologic des canards

Terminologic: on appellera bec et queue d'un cycle canard les
deux points d’intersection de ce cycle avee la cubique ¢, d’abscises
respectivement inféricure et supérieurc 3 a.

On appellera col d'un canard avee téte le point anguleux de son
ombre qui appartient 4 .

Remarquons que bee et queue d'un cycle canard appartiennent
au cycle, mais sont, en général, non standard, alors que le col d'un
canard avec téte cst standard, mais n'appartient pas au cycle. Par
extension, on appellera col d'un canard sans téte 'ombre de son bec.

TurorEME 3. Pour fout x tel que — 2 <€x <€ - 1, il existe a ~ 1
tel que U, admetle un cvcle-canard dont I'abscisse du bec soit égale @ x.

(7) On trouvera l'explication de cet échec dans la troisitme partie.
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Preuve: notons C, la demi-cubique constitude des points de C
d’abscisse ¥ < a. Elle est transverse au champ T,, puisque cclui-ci
est vertical sur C, sauf un point d’abscisse a (point singulier). Comine
toute solution de 1, issuc de C,, recoupe C,, nous pouvons considérer
I'application de premicr retour P,: C, > C,; (%, I' (%)) 1= (pa (%), I (p.(x)).

PX) N a

€a

XN\

\
hY
N

Figure 22

Llle est continue el caractérise entiérement le portrait de phase
de U, En particulier les cycles de 1, correspondent aux points
fixes de P, distincets du point singulier (@, F/(@)), ou, ce qui revient au
méme, aux zéros de g,(x) = p,(x) — x. En particulicr, si % est un
zéro de g, tel que — 2 <€x <€ - 1, cedl entraine que U,, admet
un cycle de canard dont 'abscisse du bee est égale 4 x.

Traduisons les propriétés que nous connaissons de U, en propriétés
de ¢,. Comme (a, I'(a)) est un point singulier de 1,, on a, pour tout
a, q,(a) = 0. Le théoréme 1 s’exprime par le fait que si g| <€ 1, alors
g, admet (en dehors de a) un unique zéro, qui est équivalent & — 2.
Par le principe de permancnce, cette derniére propriété est done
encore vraic pour un d; ~ 1, plus petit que 1.

De fagon semblable, le théoréme 2 montre qu'il existe un ay ~ 1,
plus grand que 1, tel que ¢,, n'admette pas d'autre point fixe que
@,. ¥nfin la nature de la stabilité du point singulier (ci. III) entraine
que pour & < 1, ¢',(a) > 0 et que pour & > 1, ¢’ (@) < 0. A présent,
comme ¢, dépend contintiment de @, il apparait qu'il existe, pour
tout x tel que — 2 <€ ¥ <€ 1, un a compris entre 4, et a, (donc 2 ~ 1)
tel que g¢,(x) =

C.Q.I'D.

Le théoréme suivant est capital pour la compréhension des réles
respectifs de la bifurcation de Hopf ct des canards.
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Figure 23

TuroriMr 4. (8) St U, admel un canard pour a ~ 1, alors
a—=1—¢[8 1 ep, avec n =~ 0.

Prenve: on raisonne dans le plan des phascs. Soit A le point d'abs-
cisse a de H, et D, la droite verticale passant par A (fig. 24). Soit 4

A

H H
A Da Da

Figure 24

(8) Clest J.L. CALLOT qui avait conjecturé ce résultat en observant qu’a
cette condition seulement Ie champ 14, est quasi tangent a I/ au point d’abs-
cisse 1.
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le point la bissectrice (intérieure) de la tangentc & H au point 4 et
de la droite tangente au champ au point 4.

LeMME. Si (1 --a)fc+ 1[8, 4 w'est pas quasitangente a H et est
transverse an champ sur un segment ¢ non infiniment petit centré
au point A.

I,c théoréme ddéeoule immédiatement de ce lemme. Iin cffet,
cormune nous 'avons vu, 4 un canard de U, correspond, dans le plan
des phases, un canard de ¥, (fg. 18). Si un canard existait pour
(1 — a) Je 4= 1/8, il couperait le segment o (qui n’est pas quasi-tangent
a H), ce qui est impossible compte tenu de la direction du champ sur
o (fig. 25).

H ' I

Iigure 25

Prewve du lemme. Désignons par p(x, v) la pente du champ ¥, au
point (x, v) (v 7= 0), par p,(s) la pente du champ au point de H d’abs-
cisse x, et par #(x) la pente de la tangente & A en ce méme point.
On apy(x) — (1 --x) (1 ~-a)fe et t(x) = — 1 [(1 - x)2.

Considérons par exemple le cas oit (1 - a) fe > 1/8. On a donc
pula) > t(a) : 4 West done pas quasi-tangente & H. Reste 4 mon-
trer que 4 est transverse au chamyp sur tout un intervalle non-infini-
ment petit centré en 4. Par le lermme de Robinson, il sulfit d’établir
cette transversalité en tout point de 4 contenu dans A(D,). Soit 4
la pente de 4; comme #(a) est fini, 4 est fini et p,(a) > d. On en dé-
duit facilement que si x ~a(=1), py(*) > d. Comme 8p[ov =
== (% -- a) [ev2, on voit que sur A NAD,) p(x, v) > pu(x) > d. le
cas ol (1 — a) e <€ | [8 se traite de fagon semblable.
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Remarque: du fait de la position de o par rapport a II (fig. 25),
on voit que si (I - @) Je 3> 1/8, U, admet un grand cycle, alors que
si (1 —a)fe <€ 1/[8, U, adinet un cycle infiniinent petit ou pas de
¢yele du tout.

3. Umnicité des canards.

TrarorEeME 5. Si a~ 1, le champ U, admet an plus un grand-cycle
o un cycle canard.

Prewve:  le principe de la démonstration est le méme que dans le
cas ‘'a! < 1t il consiste & montrer que tout grand-cycle ou cycle-
canard est asymplotiquement stable; ceei s'obtient en montrant
que Uexposant caractéristique (non nul) £ d'uu tel eycle est stricte-
ment négatif. Le théoréme découlera done du lemme suivant:

Ty, Sia~1 et si I'est un grand-cycle ouw un cycle-canard, alors
- eIt est équivalent a Ualre arvihimélique @ de la surface limilée par I

Y g

Preuve: ol — ¢ (b divy, dt = ¢ (%2 - 1)dt =
'. .

I

o

. d') _xZ______I_ dit ~ (*) - j') x 4 Dde —@a.
iz / '

Iz

a - X

. .

1-6 146
Figure 26
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I’cquivalence (*) se justifie conume suit: come a ~ 1, ona (x2 - 1)/
(@ —2)~ — (1 4-%), tant que x 2 1. Par le principe de per-
manence, cette nouvelle dquivalence s'étend aux x tels que Jx — 1) > 6,
d infiniment petit. Reste la contribution due a Uinldgration le
Tong des deux seginents yy et oy de [' constituds des points d’abs-
cisse x telle que 1 -- x! << § (fig. 26). Or, comme nous 'avons ob-
servé, lorsque x ~ 1, la \.'l_t(.‘.SS(? v = % est infiniment grande (sur )
ou ¢quivalente & — 1 /(1 -+ x) ~ - 1/2 (sur y,). Les segments yy et
25 sont. done parcourus en un temps infiniment petit et done

ol r
(2 —Ndt ~0~ -~ (x| )du.

i
LV SV

2 C 2

4, DPériode des cycles.
Treoreame 6. Sodt 1M un cycle de U, 6t T sa période.

St e < 1,1 est un grand cycle ct
T~3"%t (@ —1)log (4 — a3) (1 — a2)],
St ac et si I est un grand cycle, T o~
St 1" est un canard avec téle, T ~ 92 - "( v, —%,) "1 - ofx, - x,) [2]
Si 1" est un canard sans téte, T~ (x, -- x,) {1-1- (%, |- x)/[2
Si I" est un cycle infiniment pelil, T~0
(x4, %, et 5, désignent respeclivemeit les abscisses di bec, du col el de la
queue du (,(mm'tl ).

Preuve: comme nous Pavons vu, les portions d'm eyele I qui ne
longent pas la courbe lente sont parcourues en un temps infliniment

Ve Ve

Tigure 27

5 — Collectanea Mathematica
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court. Tl existe done un wous-arey o de I' tel que y ct 17 N A(C) aient
méme ombre (¢n gras sur la figure 27), tel que les inlégrales curvilig-
1nes (l)rdl( —7)ct (])_’dt soient équivalentes, et tel que T'on ait, sur
vi(=v)=@—x)]x2-1)sia<€lct i~ —1J(1- %) si a=~1.
Comme % est alors non nul, on peut substituer le paramgotre x au
parameétre {; notons yp, limage rientéey de Vare paramétré y par
la projection canonique sur 'axe des x, A présent:

. ' S I
Sial<l, T=@d _Cb A ~ = U
J 7 :ll ir X .. p= a — X

Slg2.l] g2
~| - dx - | ——

: —dx.
2 & — X%

2 & — X%

o

De maniére semblable, si a ~ 1, T ~ — (j)_' (1 -- x) dx, donc
e

~

si I" est un grand-cycle ou un canard avee téte, T~ | (I - x) dx —

J X
-1
— (1 4 =) d#, et sil’ est un canard sans téte ou un cyele infini-
J 0z,
A .‘F()x',
ment petit, T’ =~ | (1 --%) dx.
. Oy
Tes résultats annoncés decoulent alors d'intégrations élémentaires.

V. Généricilé des canards ¢l conclusion.

Il conviendrait, pour finir cctic présentation des canards, de
montrer en quoi ceux-ci ne sont pas exceptionnels, mais qu’au con-
traire, génériquement, ils accompagnent certaines bifurcations classi-
ques, telles que la bifurcation de IIopf (du moins dans le contexte
des perturbations singulieres, qui constituent leur biotope). Par
essence méme, celte question suppose une étude de caractére général
ct dépasse Uobjectil que nous nous sommes {ixés, de présenter les
canards sur un exemple. Nous nous bornerons done & évoquer cette
question au travers de remarques sur des champs du type

{5 =t — fx,0)
€

W,
! = — X
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~2va 1
, ;
! d o ()
A
i1
/ a ()
) 11
a< 0
v
Tigure 28 Trigure 29

5¢ — Collectanea Mathematica



68 Ji. Benoit, J.I. Callot, 18, Diener el M. Dicner

olt [ est un polynéme standard de degré trois en x. 1/ ¢tude de U,
correspond, aprés changement de variable, au cas ol f(x, @) == I (x — a).
Considérons a présent le cas ol f(x, a) — 23 — 3ax 5~ 1. On voit
facilement (fig. 28) que lorsque a > 0, 7, admet un cycle dont 'am-
plitude «en x» est équivalente & 4 V'a et diminue done graducellement
avec d. Lorsque ¢ - 0 11 y a bilurcation de Hopl; pour a < 0 il n’y
a plus de eyele. Nous avons done 14 un exemple de bifurcation de
ITopf sans «@-coupn, ct sans canards.

Cet exemple n’est cependant pas générique au sens suivant. Un
de ses aspects essentiels réside dans le fait que, lors de la déformation
de la courbe lente C, — {f(x, @) -— 113}, le point singulicr, dont I'abs-
cisse (0) est fixdée de Tagon indépendante de f par la seconde équation,
reste toujours compris entre les deux extrema de [ hien que ceux-ci
tendent Tun vers Pautre, lorsque @ tend vers 0. Cette propriété du
point singulier peut-étre supprimée par unce modification arbitraire-
ment petite des cocfficients du polyndéme x3 — 3ax -1- [,

Si au contraire [ cst tel que les valeurs de a pour lesquelles x — 0
est un extremum (fig. 29 i) sont distinctes des valeurs de e pour
lesquelles [ est dégénéré (fig. 29 iv), cotte propriété se conservera
lors de petites modifications des coelficients du polyndme f. 1./étude
de U, que nous avons donnée suggére comment montrer que, dans
ce cas, il y aura, pour a — @y, unc bifurcation de lopf accompagnée
de canards.

CoONCI,USION.

Ta présence de eyeles canards dans le portrait de phase de U,
ne constitue pas, a U'évidence, une bifurcation: que le eycle soit grand,
canard, ou infiniment petit, il existe et ¢’est tout ce qui importe
pour le portrait de phase. Ce dernier ne change done pas tant que
la, << 1.

TUne chose cependant est remarquable en ce qui concerne les
canards: alors que la taille de la plages des valeurs de a pour les-
quelles T, admet un grand-cycle est non infiniment petite (théoréme
1), que la taille de la «plager correspondante pour les eycles infini-
ment petits («eyeles de Hoph) est de Pordre de ¢ (théoréme 4), celle
correspondant aux canards cst au plus de Vordre de ¢2 (théoréme 4)
et en fait beaucoup plus petite encore (voir la troisiéme partie: des
canards ont la vie bréve). Tant et si bien que dans la pratique, tout
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s¢ passe comme si les canards n’existaient pas (voir I'édtude numérique
ddéerite dans Uintroduction) et le changement quantitatif correspon-
dant au passage d'un grand cycle 4 un eyele infiniment petit apparait,
towjours dans la pratique, conune une discontinuité, c'est-d-dire,
un phénomene qualitatif. 1,/ expérimentateur qui étudic un systéme
régi par un champ de vecteurs admetiant des canards pour certaines
valeurs du parameétre observera done bien un phénoméne lorsqu’il
modifiera les parametres de son systéme, de manicre 2 franchir les
valeurs & canards.

Ce phénomene pourra méme dventucllement delipser (9) la bifur-
cation de 1Iopl. En cffet, colle-ei constitue la transition d’un état
avee cyele infiniment petit a un état stationnaire, et il se peut que
ces deux situalions soient, elles, expdérimentalement indicernables,
laissant croire alors que la bifurcation a licu pour les «aleurs d ca-
nards «@ —= 1 —¢[f8 -} .... Le terme de bifurcation étant, comme
nous l'avons vu, impropre dans ce cas, nous parlerons d’ «wflet-ca-
nardsy, ou simplement de canards:

T LETFPTET-CANARDS

I celict-canards pent s’observer daus les champs de vecteurs
Tent-rapide ¢t se définit par Pexistence de eyvcles-canards, tels que
nous les avons déerils pour les champs lents-rapides du plan. 11 se
wractérise, par contre, par Uapparente absence de certaing états
intermédiaires & deux états observables, cos dats wmanquantsy co-
respondant préeisément aux cycles-canards, ot laisse croire & une
discontinuité ou une bifurcation. (19)

11 accompagne génériquement la bilurcation de Iopl(11) dont
il est cependant distinet. Dans ce cas, il correspond & une brutale
diminution de lamplitude ct de 1a période du cycle. Cette «chutes
d’amplitude est préeddée d’une augmentation de la période du cycle.

(9) Tobry a fait A’intéressantes observations 4 ce sujet [Lol relatives 4 la
réaction chimique oscillunte de Belusov-Zhabotinsky.

(10) ces Stats inteninédiaives se traduisent sur les apparcils de mesure
par des eparasites, séparant deux résultats trds différents.

(11) On peul cependant le rencontraer dans d’autlres circonstances (voir
(DI 2; et [Dm 1),
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VI. Annexe: Canards ¢t freins qui broulent.

Les perturbations singuliéres d’équations différenticlles du second
ordre sont souvent proposées comme modéle de systéme physiques
présentant des oscillations de relaxation. Tes éludes classiques de
cette question dvitent en géndéral de considérer la transition du ré-
gime avee oscillations an régime avee dtat stationnaire. Comine
nous l'avons vi, cette transition s’accompagne de canards. A titre
d’exemple, examinons le cas d'un tel systéme: e frein de Prony. Pour
une description détaillée de ce modéle, on pourra se reporter ATA V KJ,
- 690.

ILe modéle condidéré comporte trois composants: un arbre towr-
nant avee une vitesse augulaire constante £, des machoires de frein
(schématisées par une couronne, fig. 30) pouvant tourner, cn frottant,

TYgure 30

sur l'arbre, et enfin un ressort tendant 4 s’opposer au mouvement
des machoires, représentant les diverses pitees fixant les machoires
au chassis. Le mouvement des machoires, repéré par Vangle ¢, est
régi par Véquation

J§¢ = —lheg - MQ — o) (1)

olt J est le moment d’inertic du [rein, & est le coclficient d’élasticité
du ressort, et 3 est la fonction exprimant le couple de friction re-
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latif & la différence de vitesse angulaire w =—= 2 — ¢ de Tarbre ct

des machoires. Le graphe de M est indiqué sur la figure 31. On asso-
cie a (1) le champ de veeteurs

v A

My
: > e
(LN )
Tigure 31. — Ta fonction M (w). La non-uniformité de .M en o — 0 corres-

pond au frein «bloqués: A/ est la valeur maximale du couple de friction du
frein an repos. Lotsque le frein se débloque, ce couple commence par diminuer
lorsque la vitesse angnlaire relative w augmente jusqu’d mg, et 1a senlement
il angmente.

. (: @ - - .7( — Iy - M ()

(], — W

Oun voit que si le moment d'inertie J est petit, le champ W, cst
un chamyp lent-rapide, quasi-horizontal en dchors de la courbe lente
{hp = M(o)y (fig. 32). 1c comportement des machoires, selon les

valeurs de (> 0) cst done le suivant; si Q 3 oy, le frein atteind
un d¢tat stationnaire, caractérisé par ¢ ~ ¢y, olt le couple de friction
M(Q) équilibre le couple kgy dit au ressort. Au contraire, si Q <€ oy,
les machoires oscillent avee un mouvement saccadé: le frein broute.
A prisent, comme nous avons vu, pour certains 2 ~ ey, il v aura
des «oscillations-canardss (fig. 33, iii).
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o — @ ——
4]
N —pp- / -
—“)\\_/ T
— . ————
Wy Q w
Figure 32. — Cest le comportement particulier de 37 pour |w| < ey qui per-

met d’expliquer Ie phénoméne de frein qui broute.

A
| | o o /
e [
—<<\-/ \/
Q  w, > we = ., 0
() Q< w, Qcertains Q ~ w, {41) Q >,

Iigure 33

Selon ce modele, il apparait que lorsque la vitesse angulaire 2 de
Parbre augmente, le frein devrait cesser de brouter suivant un effet-
canard: on devrait observer une augmentation de la période des
saccades jusqu'a une valeur finie, puis devrait intervenir une brutale
disparition du mouvement saccadé. Par contre, Tamplitude des
saccades devrait étre indépendante de Q. I1 scrait intéressant de
savoir si tel est hien ce qu'on observe dans la pratique; sinon le mo-
déle serait & revoir...
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